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PREFAŢĂ 


Manualul se adresează elevilor clasei a XI-a de la următoarele filiere: 

— filiera teoretică, profilul real, specializarea matematică-informatică 
(trunchi comun şi curriculum diferențiat) — 4 ore/săptămână; 

— filiera vocaţională, profil militar MApN, specializarea matematică- 
informatică (curriculum diferențiat) — 4 ore/săptămână. 

Acesta este conceput pe baza noului curriculum elaborat pentru 
clasa a XI-a, orientat pe formarea de competenţe, valori şi aptitudini 
dobândite de elevi în actul învăţării, elemente care vor da acestora 
posibilitatea să perceapă mai uşor diversele dimensiuni ale realităţii 
cotidiene şi să aplice metodele matematice în cele mai diverse domenii. 

Manualul este alcătuit din două părţi distincte, conform programei 
şcolare. 

Partea întâi, Elemente de calcul matriceal şi sisteme de ecuații liniare, 
cuprinde capitolele Permutări, Matrice, Determinanţi şi Sisteme de ecuații 
liniare. Partea a doua, intitulată Elemente de analiză matematică, continuă 
pe un plan superior studiul funcţiilor reale de variabilă reală, pornind de la 
proprietăţile generale studiate şi adăugând noi elemente specifice. Acest 
studiu se realizează în capitolele Limite de funcții, Continuitate, Derivabilitate 
şi Reprezentarea grafică a funcţiilor. 

Partea teoretică a manualului este redată într-o manieră directă, 
definind noile noţiuni şi apoi prezentând aplicaţiile care le impun, sau se 
porneşte de la unele situaţii-problemă care motivează introducerea şi 
aprofundarea diferitelor noţiuni. Lectura grafică este deseori folosită pentru 
intuirea sau ilustrarea proprietăţilor unor funcţii particulare sau clase de 
funcţii ce urmează a fi studiate. Demonstraţiile teoremelor sunt realizate 
într-o manieră cât mai accesibilă elevului. Pentru unele teoreme mai 
complexe nu s-au dat demonstrațiile, dar s-a indicat prin simbolul [.] 
bibliografia adecvată pentru studiul individual. 

Partea aplicativă a manualului este constituită din: 

* exerciţii şi probleme rezolvate (se explică şi se exemplifică modul de 
aplicare a noilor noţiuni, se dau sugestii de rezolvare prin diferite metode şi 
procedee); 

* teste de evaluare plasate după grupuri de teme sau la sfârşit de capitol; 

e seturi de exerciții şi probleme propuse. 

Exerciţiile şi problemele propuse sunt structurate în trei categorii: 

a) Exerciţii şi probleme pentru exersarea noţiunilor de bază dintr-o 
unitate didactică, notate cu litera E. 


b) Exerciţii şi probleme pentru aprofundarea cunoştinţelor acumulate, 
notate cu litera A. Parcurgerea lor creează posibilitatea aplicării noţiunilor 
învăţate în contexte variate, determină realizarea de conexiuni intra şi 
extradisciplinare. 

c) Exerciţii şi probleme de dezvoltare, notate cu litera D, pentru 
iniţierea unui studiu mai lărgit (investigare) al unor teme, având nivel 
ridicat de dificultate. 

Acestea vizează aspecte mai profunde ale unor noţiuni şi pot fi folosite 
pentru pregătirea olimpiadelor, pentru inițierea unui studiu mai lărgit al 
unor teme matematice, pentru referate pe baza unei bibliografii adecvate. 

Ca modalități complementare de evaluare se mai întâlnesc: 

* „Teme“, care solicită demonstrarea unor rezultate folosind metodele 
întâlnite în lecţie, sau sunt aplicaţii directe ale unor modele de rezolvare şi 
care pot fi parcurse în clasă, individual sau pe grupe de elevi; 

* „Temele de proiect“, care au scopul de a stimula pe elevi în studiul 
matematicii, în dezvoltarea creativității şi capacităţii de investigare, 
deschizând trasee individuale sau colective de studiu şi învăţare; 

* „Teste de evaluare finală“, conţinând seturi de probleme care urmă- 
resc verificarea cunoştinţelor acumulate de-a lungul anului şcolar. 

De asemenea, secvențele „Teme“ care apar în cadrul problemelor 
rezolvate şi „Teme de proiect“ au şi scopul de a da elevilor posibilitatea să 
comunice în realizarea sarcinilor didactice primite. 

Manualul se încheie cu Răspunsuri şi indicații de rezolvare pentru un 
număr semnificativ de probleme propuse. 


Autorii 


E Elemente de calcul matriceal şi sisteme de ecuaţii liniare e |. PERMUTĂRI 


ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL 
ŞI SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


CAPITOLUL |. PERMUTĂRI 
1 nomiunea DE PERMUTARE 


În clasa a X-a s-a definit noţiunea de mulţime finită ordonată şi s-a deter- 
minat numărul de funcţii bijective f: A — B, unde A şi B sunt mulţimi finite. 


Fie A= (a, Fori an} o mulțime finită cu n ele- O NE REAMINTIM! 
mente, neN. Rio A= 0 zana Oa 
i ABIL E coana de Al 
DEFINIȚIE Aa el 
a SIE, e . funcție bijectivă. 
e Se numeşte permutare a mulțimii A, oricare |, Perechea Vass 


mulţime ordonată formată cu elementele acesteia. PERAN 
numeşte multime finită, 


O permutare a mulțimii A se poate scrie sub | ordonată. 
Fie A şi B mulțimi având 
cardinalul |A| =n, |B|= m. 
Se observă că această permutare este descrisă de |. Numărul funcțiilor 
funcţia bijectivă f : A >B, f(a,)=a,,ke(1,2,...,n), | bijective de la A la B este: 
fi nm 


forma (a;, Al cit a, ), unde îi, își, € {1, 2,...n). 


descriere care poate fi reprezentată şi sub forma 
următorului tablou: 


ap a a ap dia a 
A cas ae Ao aa A 
Pe linia întâi a tabloului sunt scrise elementele mulțimii A, iar pe 
linia a doua sunt scrise valorile funcției f, valori care sunt elementele lui A 
scrise în ordinea dată de funcţia bijectivă f. 
De asemenea, funcţiei f i se poate asocia funcţia bijectivă: 
o: 1, De des n! > “i, 9: cui n), o(k) =1,, funcţie care poate fi reprezen- 
1 2 ..k ..n 
tată sub forma: f f f | 


L L ET EE 


nln=m 


auz sită 


In acest mod, permutarea (a, i ) a mulțimii A este bine 


descrisă de funcţia bijectivă o. 
De aceea studiul permutărilor mulțimii finite A cu cardinalul IA] =n 
se poate face studiind permutările mulţimii 1, Di n}, adică a funcţiilor 


bijective o:{1, 2, ..., n} > {1, 2, ..., n}. 
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« DEFINIȚIE 
|! Se numeşte permutare de gradul n a mulţimii A ={1, 2, ..., n} orice 


funcţie bijectivă o: A > A. 


Mulțimea permutărilor de gradul n se notează $,, iar elementele ei se 
vor nota de regulă cu literele greceşti o, 5, 0, a, B ..., eventual însoţite de indici. 
Se obişnuieşte ca o permutare o de gradul n să se reprezinte astfel: 


Şi 1 2 3 a k ta n 
D o(1) o(2) o(3) T o(k) X o(n) i 
Cardinalul mulțimii S, este: $,| =n!. 


I Exemple 


a) Pentru n=1, A={1} şi S, = (n); 


b) Pentru n =2, A ={1, 2} şi S, = [| a E o} 


c) Pentru n=3, A=fl, 2, 3) şi S, -i 2 I : 2 a , 2 I 


1 3 2?\2 3 1 
12 3)(1 2 3)(1 23 
2 1 3?\3 1 2/13 2 1]] 


PERMUTĂRI DE GRADUL n PARTICULARE 


T2 e e K 


n 
se numeşte permu- 
EE a CE a E 


a) Permutarea e eS, e= | 


tarea identică de gradul n. 
b) Permutarea 5, e S,, de forma: 


1 2 3 .. i-l Piri ... k .. j-1 J j+1 .. n 
ô; = . ÎN . : N „ care 
(1 2 8 ... i—1 Piri ... k ... j-1M j+1 ... n 


schimbă doar elementele i şi j între ele, celelalte rămânând neschimbate, se 
numeşte transpoziție. 
Transpoziţia 5, poate fi descrisă prin următoarea lege de corespon- 


denţă: 
i, k=j 
ô; (k)= j} k=i 
k,k#i,k#j 
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I Exemplu 
Pentru n =3 există transpoziţiile: 


1 2 3 1 2 Pi 1 2 3 
ô- = > O, = 
2 1 8 3 2 1 1 3 2J 


Se observă că 5, =ð, 013 = 6, Sas = 6 


(7) OPERAȚII CU PERMUTĂRI. PROPRIETĂȚI 


2.1. COMPUNEREA PERMUTĂRILOR DE GRADUL n 


Fie o, eS,. Deoarece aceste permutări au acelaşi domeniu şi acelaşi 
codomeniu, are sens operaţia de compunere a acestora, obținându-se 
funcţiile oo şi 5co pe mulţimea A =(1,2,..., n} cu valori în mulţimea A. 

Permutările o şi ð fiind funcţii bijective, se obţine că funcţiile 
606, oo sunt funcţii bijective, deci permutări de gradul n. 

Aşadar, compunerea permutărilor o, cS, sau produsul permută- 
rilor o, eS, este permutarea o0: A >A, (6+6)(k)= o(3(k)), YVkeA. 

Compunerea de permutări oo se notează mai simplu oô. 

Operația care asociază oricăror două permutări o, 5eS, permutarea 
o5e$, se numeşte operaţia de compunere (înmulțire) a permutărilor 
de gradul n. 


ci “lata ala) : P “A = a sii Lică 


I Exemplu Z 
Temă 
Fie a.deSps-|, s | -(, R ] Efectuaţi: 
312 le Sea a 123 To A A, 

Să calculăm oô şi 50. DI 3 23 21 4? 

Avem: | y : [23 Aaaa 
sl ah sl F 1 4 2 31 23 4? 

3 1 2JU 3 2) (e(8(1)) e(è(2)) e(8(3)) IE 5g 
-Í 1 a. 2 ) 2 3 3 2 
o(1) s o(2)) (3 2 17 
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ela a aa 1 2) teo) ate) aob))-let sto ato)la : 2) 


Se observă că oð + ðo. 


2.2. PROPRIETĂȚI ALE COMPUNERII PERMUTĂRILOR DE GRADUL n 


[i] P1. Proprietatea de asociativitate 
Compunerea permutărilor de gradul n este operaţie asociativă: 
V o, a, B e S, >(00)p=s(ap). 
Această proprietate rezultă din faptul că operația de compunere a 
funcțiilor este asociativă. 


. Proprietatea elementului neutru 
Permutarea identică de gradul n, eeS,„, este element neutru 


pentru operația de compunere a permutărilor de gradul n: 
V oeS,, au loc egalitățile oe = eo = o. 


. Orice permutare de gradul n are inversă. 


voeS8,,2o"eS, astfel încât oo =o"'o=e. 
Permutarea o” se numeşte inversa permutării o. 
Pentru determinarea inversei permutării 


1 2 k n i 
= se au în vedere corespondenţele 
o 


(1) o(2) SE) o(k) La o(n 


ko(k) şi o(k)5k. Aşadar, (0 0) i s) 


după care se ordonează prima linie. 
IS Exemplu 


1 2 345 
Fie permutarea de gradul 5, o = | ) 


4 5 1 3 2 


4 5 132 
) care după ordo- 


Inversa permutării o este permutarea o! = 
1 2 34 5 


1 2 345 
35412 
m P4. Compunerea permutărilor de gradul n nu este operație comutativă. 


narea liniei întâi devine: o! = | ) Se verifică uşor că oo = oo =e. 


Aşadar, 3o, eS, astfel încât oô =+ ôo. 


t Exemplu 
1 2 3\1 2 3 1 2 3 
oð = = ; 
e 1 Ji 3 ) p 3 a 


8 
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3 1 2 3)[1 2 3 1 2 3 
o= = ; 
1 3 2A2 1 3 312 


Se observă că oô + ôo. 


2.3. PUTEREA UNEI PERMUTĂRI DE GRADUL n 


Fie oeS,. Notăm 0° =e, o =0, 0° = 00. 


Pentru n eN' se defineşte o° =0™ :0. 


[i] PROPOZIŢIE 
Fie o eS,. Au loc relaţiile: 


a) o"o" =o0""Vm,nen; 


b) (o) =0", V m, neN. 


Demonstrația se face folosind asociativitatea operației de compunere (temă). 


Problemă rezolvată 


i 1 2 3 4 ` 
W  FieceS,o= . Să se calculeze o°, o”, ot, o% 
4 3 1 2 
Solutie TE 
ema 
Avem: o =0:0 = 1 2 3 41234 s Calculați: 
431 24312 a 
f1 2 3 4 se 
{2 1 d) Da 
(12341234 (12834 pa 
oeoo- z= l o 
2 1 4 3J)l4 3 1 2 3 4 2 1 
1 


n (1283412334 
O =00 = = 
SA 2 JA 12 
1234 
În 24 4 
Gaia 425 5? 


25 
o” =0 =(o*) o’ =eo" =o. 


2.4. PROPRIETĂȚI ALE TRANSPOZIȚIILOR 


P1. Fie ô; eS, otranspoziție. Au loc relațiile: 
a) 6,=5; b) ô; =e; c) 5; =5,;. 
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Demonstraţie 
a) Se foloseşte definiția transpoziției. 


b) (8, +,)(î)=5,()=i; (8;*5,)(1)=5,(i)=i 
Pentru k zi, kzj avem (8,+5,)(k)=5,(5,(k))=5,(k)=k. 
Aşadar 8; =e. 


c) În egalitatea 6,25, =e, compunând cu 5; se obţine 6,=5,. m 


E CONSECINŢĂ 


Numărul tuturor transpoziţiilor de gradul n este C? = 


Demonstraţie —— | ONE REAMINTIM! 
Intr-adevăr, din proprietatea a) rezultă că 


numărul tuturor transpoziţiilor de grad n este egal 
cu numărul submulţimilor fi, j ale mulțimii 


(1, 2,..., n}, număr egal cu Ci. E 


P2. Orice permutare de gradul n se scrie ca produs 
de transpoziţii. Această scriere nu este unică. 


El Să se scrie ca produs de transpoziții permutarea de gradul 4: 
1234 
o= ; 
3 42 1 
Solutie 
Se observă că o(1)=3, adică o(1)+1. Pentru a schimba 3 cu 1 se 


consideră transpoziția 5, şi se face compunerea: 
1 293 41234 1 2 3 4 
5,30 = = =0,. Deoarece o, (2)=4, 
3 2 1 4)(3 4 2 1 1 4 2 3 
adică o, (2)z2 pentru a schimba 4 cu 2 se alege transpoziția ô, şi se efec- 
J 13 1 23 aj (1234 
tuează compunerea: 5,6, = = = Op: 
1 4 3 MI 4 2 3 1 2 43 
Aşadar, ô, = 50, = 698.0. Compunând la stânga cu 5, =ô, şi apoi 
cu ô, = 5, se obţine o = 8,5,043. 
O altă descompunere se obţine considerând transpoziția 6, şi 
1 2 3 4 


efectuând oô., = 
1 4 23 


Je. Apoi se consideră transpoziția 5, şi se 
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efectuează 0,5, = ô,,. Aşadar 8 = 0,5, = 056,452. Compunând la dreapta cu 


5, = 5, şi apoi cu 5. = ô, se obţine o = 555. 


INVERSIUNILE UNEI PERMUTĂRI 
SEMNUL UNEI PERMUTĂRI 


Fie ces, şii, je(1, Dia n}, i<j. 
« DEFINIȚIE 
| e Perechea (i, j) se numeşte inversiune a permutării o dacă o(i) > o(j). 


Numărul inversiunilor permutării o se notează m(6). 


tF Exemplu 
1 2 845 
Fie ceS$,,o= ; 
4 3 5 12 


Inversiunile acestei permutări sunt perechile (1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), 
(3, 4), (3,5). Aşadar m(o)=7. 


© OBSERVAȚII 
1. Permutarea identică e are m(e)=0. 
2 3 zA -1 
2. Permutarea m= n "| are m(1)=1+2+...+(n-1)= 
n n-l n-2 ... 2 1 
AN (n — 1) = C2 
2 d 


3. În general are loc relaţia 0< m(0)<C?, Y ces,. 


+ DEFINIŢII 


e Se numeşte semnul (signatura) permutării o, numărul £(0)= (je, 


e Permutarea o se numeşte permutare pară dacă e(o) =]. 


e Permutarea o se numeşte permutare impară dacă e(o) = —1, 


[i] PROPOZIŢIA 1 
Orice transpoziţie este permutare impară. 


Demonstraţie 
Fie transpoziţia $, eS,. Pentru i<k <j, inversiunile acestei transpo- 


ziţii sunt toate perechile (i, k) şi (k, j)la care se adaugă perechea (i, j). 


11 
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Avem m (5,) =2(j-i-1)+1=2(j-i)-1. Aşadar, e(5,) = (i =-—1 şi, ca 


urmare, ô; este permutare impară. W 


E PROPOZIȚIA 2 


Fie neN' şi 6e$,. Atunci e(0)= II Uma (1) 
i 


I<i<j<n J N: 


Demonstratie 
Produsul din relația (1) are C? factori. Dacă o(j)=k Şi o(i)=1, 


atunci k#1 (o este funcție bijectivă). Pentru k >1, factorul o(j)-o(i)=k-1 
se simplifică cu factorul (k — 1) de la numitor, obținându-se 1. 

Pentru k <1, prin simplificare, se obține —1, iar perechea (i, j) este 
inversiune. 


După toate simplificările se obține II s() = ali) =( pjo Z e(o). = 


I<i<j<n J =A 


IE Exemplu 
1 2 
Fie o = E . 
3 1 2 


s(j)-o(i) 1-3 2-3 2-1 2 ale) 
Avem = = . . = (-1)(-1)=(-1) =(-1 =], 
Sa = =) 
Aşadar o este permutare pară. 
Signatura compunerii a două permutări se poate calcula folosind 
următorul rezultat. 


E PROPOZIŢIA 3 
Dacă o, eS, atunci e(05)=s(0)s(5). 
Demonstraţie 
Folosind Propoziția 2 avem: 


e(o8) TI o(5(i))-a(3()) _ TI] s(5())-s(3(i)) II 5(j)-s(i) 


- 1<i<j<n j z i 1<i<j<n ô (j) za ô (i) 1<i<j<n j TE, i 


=e(0)-e(8), ceea ce justifică enunţul. W 


A Temă 
1. Fie o, 5eS,. Să se demonstreze că: 
a) oð este permutare pară o şi ô au acelaşi semn; 
b) cð este permutare impară oo şi 5 au semne diferite. 


2. Să se stabilească semnul permutărilor o şi o. 
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m PROPOZIŢIA 4 
Fie A, mulțimea tuturor permutărilor pare de gradul n. Atunci 


n! 


cardinalul acestei mulțimi este A] 3a 


Demonstraţie 

Notăm 1, =S, NA,. Definim funcţia f: A, >I f(0)=c:5 
este o transpoziție fixată. Demonstrăm că f este bijectivă. Fie a, Bes, şi 
f(a)=f(B). Rezultă succesiv aô; = Bô; > CADI = (BS; Jò =a =ß, adică f 
este injectivă. 

Fie 0elI,, e(0)=-1. Avem 0-8; € A,, deoarece e(08,)=e(0)e(8;)=(-1)(-1) 


unde ô; 


ij? 


şi f (65,) = 05,5, =0. Rezultă că funcţia f este surjectivă. În concluzie, f este 
bijectivă şi |A,|=|L,|. Deoarece S, =A, VUI, şi A, 11, =, rezultă egali- 


=L]. E 


Problemă rezolvată 
| = Să se determine: 
a) numărul permutărilor pare din mulțimea $;; 
b) cardinalul mulțimii $,, dacă |A, |=15(n -2)!. 
Solutie 


tatea |A, 


! 

a) Avem egalitatea |A,|= B z 
„mn! , `. n(n-1) 

b) Avem relația ii 15(n -2)!, care este echivalentă cu ————=15. 


Se obţine n =6. Rezultă că mulțimea S, are 6!= 720 elemente. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. Fie A o mulțime nevidă cu n ele- ) 1 2 3 4 
mente. Să se determine gradul per- alos 2 4 31| 
mutărilor ei ştiind că S$, are: 1234 
a) 24 de elemente; TT $ > 1 ; 

b) 720 de elemente; 
c) 5040 de elemente. b) o= 12345 
4 3 5 2 
E2. Să se calculeze on, no, 02, n”, (07) , | 2 3 l 
n = : 
în cazurile: 25134 
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E3. 


E4. 


E5. 


Al. 


A2. 


Fie o, ôe S;, s-[, Za at a) 


21534 
-12345 
“lu 2 45 3] 


a) Să se verifice dacă oô = ôo şi 


Să se calculeze o1V%, o”, o în 


fiecare caz. 


12 34 
(55) = 8202, E6. Fie o= . Să se determine 
3421 
z ; — s-a -1 sal 
b) Să se determine o”, 8 (05) 065. mulţimea M = (o, o2, E a, 0”, ah 
y TEE 1 2 3 4 
Fie permutările a = í 341 a) E7. Să se scrie transpozițiile de gradul 4, 
respectiv 5. 
Lf 1 2 3 4 
p= 4 2 1 3] E8. Să se determine numărul inversiu- 
Să a rezolve ecuațiile xa=ß şi u Ee iii ci 
= o= s a= , 
py=a. 2 31 4213 
Să se arate că există keN' pentru B -(, 2 34 : 
care o" =e, în cazurile: 5 3241 
1 2 3 1 2 3 4 1 2 3456 7 
a) o = ;b) o= ; 0= 
3 1 2 4 3 1 2 7561432 
APROFUNDARE 
A O 1 2 345 A3. Fie ceS,. Să se arate că există 
Fie permutările: o = ; ; 
31452 k eN! astfel încât o¥ =e. 
1 2 4 1 2 4 
a a aN aa] A4. Fie ceS Ai ie 
$ oeS;, c= ; 
E : 23154 
a) ta) se calculeze os, o` 0 ce, Sk sedetermine or eN. 
(£80). 
A5. Să se determine ne, ştiind că 
b) Să se calculeze 02007, 92005, g2010, s det s itii = 
c) Să se rezolve ecuaţiile ox = 9, n are SATA poa pa 
oys = 0, zo2005 = p2000g2006, A6. Fie A, mulțimea permutărilor pare 
ale unei mulțimi cu n elemente. Să se 
Fie o,peS,, a= 1 2345 determine n, ştiind că A, are cardi- 
i 52134) nalul: 
1 2 345 n+4)! n+3)! 
p= . a) Gea) ; b) Ge) 
43 125 6! 28.4! 
a) Să se determine numărul de inver- A7. Fie o, £€S,, 


siuni şi signatura acestor permutări. 
b) Să se rezolve ecuaţiile a'1x=p'", 


-2005 
a xp” = (ap) °, ax=xa, ax=x}ß. 


14 


12345678 
5364i21j? 


E Elemente de calcul matriceal și sisteme de ecuații liniare ° |. PERMUTĂRI 


[1 2345678 
“Uk5p 3247) 


Să se determine permutările astfel 
încât o să fie impară, iar e să fie 


pară. 
ETES 


a (1) a(2) - 


Fie o,aes,; -| 


şi ad F 1) 0) 


Ştiind că m(o)=k, să se calculeze 
m(a). 


A9. Se consideră permutările: 


1234.. n n+l n+2... 2n 
Ea. 1 3 a 

1234.. n n+l n+2... 2n 
a ea 2n-1 2 4 > 


a) Să se determine m(a)+m (f). 


b) Să se determine neN' pentru 
care a este permutare pară, res- 
pectiv B este permutare impară. 


A10.Să se scrie ca produs de transpo- 
ziții permutările: 


1 2 1 2 4 
a s-| o | : } 
2 3 1 4123 


12345 
c) š 
52 134 


A11. Să se determine permutările 
o, e Sa» în cazurile: 


s(1) _ (2) _9 n), 
1 2 n 
metis 


A12.Fie a, B eS,- Să se arate că: 


a(l) _a(2)__ _ a(n) 
B0) Be) p(n) 


=ß 6 


A13. Să se rezolve ecuațiile: 

1 2 3 

a) x“ = ; 
f 1 :) 
1 2 3 4 

b) x“ = ; 
4 3 2 1 
123456 

c) x“ = : 
i 1634 i 


A14.Fie numărul 5213. Făcând toate 
permutările cifrelor acestui număr 
şi ordonând crescător numerele ob- 
ţinute, să se precizeze ce loc ocupă 
în şir numerele: 

a) 2135; b) 3521; c) 5213. 


A15. Se 


aja,a;a4a; = 25143. 


consideră numărul natural 


Să se calculeze suma 


s= >, ag) 


oes; 


a c(2)Ao(3)Ao(4)2 


o(5)” 


DEZVOLTARE 


D1. Să se determine toate permutările 


oeS,,n>3 astfel încât numerele 
1+o(1), 2+0(2), sa 


meze: 
a) o progresie aritmetică; 
b) o progresie geometrică. 


„n+o(n) să for- 


D2. Se dau numerele strict pozitive 


a, <a <...<a,. Să se determine per- 


mutarea o e S, pentru care suma: 


15 


n 


a) >, 


i=1 Aiâo(i) 


este maximă (minimă); 
asi) este maximă (minimă). 
D3. Fie HcS,, H#Ø cu proprietatea că 
V o, 0e H > o0eH. Să se arate că: 


a) permutarea identică e e H; 


b) dacă o e H > o~ eH. 
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D4. Fie oeS,,n>3. Dacă oca -= ao, D5. Să se studieze surjectivitatea func- 


io uda _ 4 
VaeS, atunci o= e. ției f : S, > S4, f (a) = a4. 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 
1 2 4 1 2 4 
O 1. Fie permutările o= g „ 0= $ ; 
3 2 41 4 1 3 2 


a) Să se determine 06, 00, o™!, 0™!. 


b) Verificaţi dacă are loc egalitatea (50) =0707. 


i ta 12345 12345 
O 2. Fie permutările o = , ô= s 
3 2 4 15 2 5 431 


a) Să se calculeze o™!, 5-1, 2005, 52006, 


b) Să se rezolve ecuaţiile ox = ô, xo” = 62096, 


1 2 345867 
O 3. Să se determine semnul permutării o € S, dacă o -( ) 


6 734512 


Testul 2 
1 2 3 4 1 2 3 4 
O 1. Fie o, neS, o= „ T= A 
2 3 41 2 4 31 
a) Să se verifice dacă of =e şi mi =e. 
b) Să se rezolve ecuațiile ox = nl, yo” = r. 


O 2. Să se rezolve în S, sistemul de ecuaţii: 


1 2 345678 
O 3. Fie cess o-| ) 


186 5 3 4 1 2 
a) Să se determine m(0) şi e(o). 


b) Câte soluții are ecuația x” =0? 


123456 
O 4. Să se scrie ca produs de transpoziții permutarea o -| ) 


6 34215 
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CAPITOLUL Ii. MATRICE 


TABEL MATRICEAL. MATRICE 
MULȚIMI DE MATRICE 


Să considerăm următorul enunţ din domeniul economiei. 

„Un depozit de materiale se aprovizionează eşalonat pe o perioadă de 
4 luni cu un anumit produs după următorul plan: 

— în prima lună se aprovizionează cu 100 de bucăţi, la prețul unitar de 
3 000 unităţi monetare (u.m.); 

— în a doua lună se aprovizionează cu 120 de bucăți la prețul unitar de 
3 500 u.m.; 

— în luna a treia primeşte cu 10 bucăţi mai puțin decât în luna 
precedentă, cu preţul pe unitate de produs de 3 200 u.m., iar în luna a patra 
comandă o cantitate dublă faţă de prima lună plătind 3 200 u.m. pe uni- 
tatea de produs.“ 

Pentru ţinerea unei evidențe cât mai clare, aceste date pot fi ordonate 
şi clasate în diverse moduri, astfel încât obţinerea unor informaţii legate de 
acest proces de aprovizionare să se realizeze cât mai eficient. 

Astfel, datele de mai sus pot fi grupate într-un tabel de forma: 


Luna 1 2 3 4 
Cantitate 100 120 110 200 
Preţ unitar 3 000 3 500 3 200 3 200 


Într-un mod mai simplificat, aceste date pot fi reorganizate într-un 
tabel de forma: 
1 2 3 4 
100 120 110 200 


3 000 3 500 3200 3 200 


100 120 110 200 
sau ; 
3 000 3500 3200 3200 


Un astfel de tabel se numeşte tabel matriceal. 


Primul tabel matriceal este format din 3 linii şi 4 coloane (este de 
tipul 3x4), iar al doilea tabel matriceal este format din 2 linii şi 4 coloane 
(este de tipul 2x4). 

Dacă se ia în considerare numai linia care conține cantitățile 
achiziționate lunar, se obține un tabel de forma (100 120 110 200) numit 


tabel matriceal linie. 
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Dacă se consideră numai datele care caracterizează fenomenul în luna 


3 
: . 110 ; 
a treia se obține un tabel de forma | 110 | sau , a) numit tabel 
3 200 


matriceal coloană. 

Aşadar, prin organizarea unor date legate de un fenomen în asemenea 
tabele matriceale, se stabileşte de fapt o corespondenţă între poziţia 
ocupată de un număr din tabel şi valoarea acestuia. 

Poziţia numărului din tabelul matriceal este uşor de identificat printr-o 
pereche ordonată de numere naturale (i, j) care arată că numărul se află pe 
linia i şi pe coloana j a tabelului. 

Generalizarea unei astfel de corespondențe, făcându-se abstracție de 
natura materială a datelor folosite, conduce la introducerea unei noi noțiuni 
matematice. 


« DEFINIȚIE 
e Fie m,neN şi N ={1, Diis m}, N ={1, Ds n} şi C mulţimea 
numerelor complexe. 
Se numeşte matrice de tipul (m, n) cu elemente numere complexe, o 
funcţie A:N, xN, >C, A(i, j)=ajpieN,, jeN,. 
Valorile a, e € ale funcţiei A se numesc elementele matricei A. 


Matricea A se poate reprezenta sub forma unui tablou dreptunghiular 
cu m linii şi n coloane, astfel: 


a “ay oa Ap a Ah 
ası a Hiii a; aon 
A = 
aii aio a; ain 
anı Amo a nj w Aan 


Datorită acestei reprezentări, în loc de matrice de tipul (m, n) se 


poate spune matrice cu m linii şi n coloane. 
Elementul a,, ieN,, JEN, se află la intersecţia liniei i (primul indice) 


cu coloana j (al doilea indice). 


mxn 


Prescurtat, matricea A se notează A = (a; Jea sau A = (a;) 
1<j<n 


Mulțimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere complexe, se no- 


tează Man (0). În mulţimea M, „ (C) se disting câteva submulţimi importante: 
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e Man (R)= mulţimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere 


reale; 

* Ma (0)= mulţimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere 
raţionale; 

e Ms (1)= mulţimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere 
întregi. 


Între aceste mulțimi de matrice există relaţiile: 
Myn (L) E€ Man (0) E Man (R) E€ Ma (C) 


CAZURI PARTICULARE DE MATRICE: 
Fie matricea A € Ma, (0), A=(a;) 
1. Dacă n=1, matricea A este de tipul (m, 1) şi se numeşte matrice 
a 


= a 
coloană: A=| 2 


a 

2. Dacă m=1, matricea A este de tipul (1, n) şi se numeşte matrice 
linie: A=(a a, .. an) 

3. Dacă m=n, se obţine o matrice de tipul (n,n) şi se numeşte 


matrice pătratică de ordinul n. 
Aceasta are reprezentarea următoare: 


au a ali ain 
A = a a aon 
aal Ana Ann 


Sistemul ordonat de elemente (a,,, a, ..., a, ) se numeşte diagonala 
principală a matricei A, iar sistemul ordonat de elemente 
(an> A kaai anı) se numeşte diagonala secundară a matricei A. 

Suma elementelor de pe diagonala principală a matricei A se numeşte 
urma matricei A şi se notează Tr(A) E 

Mulțimea matricelor pătratice de ordinul n cu elemente numere 
complexe se notează M, (©). 

4. Matricea de tipul (m, n) cu toate elementele egale cu zero se 


numeşte matricea nulă şi se notează O, ,. 
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EGALITATEA MATRICELOR 


Fie matricele A, Be./,„(€), A=(a;), ,.B=(b,),. 


*% DEFINIŢIE 
e Matricele A şi B se numesc matrice egale, dacă a; =b, pentru fiecare 
ie{1, Di mus m}, je {1, AER n}. 
Problemă rezolvată 
BE] Să se determine a, b, x, y, m eR astfel încât să aibă loc egalitatea de 
; 2 +5i 2b+1 l+mi 7 
matrice A = B, pentru: A = a i „B= Suzi i 
2* +3 2*+2 81 6 


Soluțtie 
Din egalitatea a, =b, rezultă a'+5i=1+mi. Aplicând egalitatea a 


două numere complexe se obține a° =1 şi m =5, deci a € {-1, 1}, m=5. 

Din egalitatea a,, =b,, rezultă 2b+1=7şi b=3. Egalităţile a, = b, şi 
a» =b, conduc la relaţiile 2* +3” =31 şi 2% +2=6. Se obține x=2 şi y=3. 
© OBSERVAȚII 
1. Folosind proprietăţile relaţiei de egalitate pe mulțimea ©, relaţia de 

egalitate pe mulțimea Myn (©) are următoarele proprietăți: 

e A=A,v AEcM,,(C) (proprietatea de reflexivitate); 
e dacă A=B, atunci B =A, Y A, B € M, „(C) (proprietatea de simetrie); 
e dacă A=B şi B=C, atunci A=C, Y A, B, Ce M,a (C) (proprietatea 


de tranzitivitate). 
2. Dacă matricele A, B nu sunt egale, se scrie A +B. 


(0) OPERAȚII CU MATRICE 


2.1. ADUNAREA MATRICELOR 
Fie matricele A, B € M, „ (€), A =(a;) > B=(b;) 
+ DEFINIŢII 
e Se numeşte suma matricelor A şi B, matricea C=(c,), ale cărei 
elemente sunt date de egalităţile: 


c; =a,; +b,, oricare ar fi ie (1, PAR m} ŞI je{1, Dirie n}. 


ij? 


Suma matricelor A şi B se notează A +B. 
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| Operația prin care oricăror două matrice din mulțimea Ala (©) li se 


asociază suma lor se numeşte adunarea matricelor. 


IF Exemple 
1 ai 4 Bai i aid 
1. Dacă A=| 1 2 | şi B=|2 3 , atunci A+B-|| i ) 
3 5 3 5 
E a a T E E a A 
„Dacă A = şi B= , atunci: 
VZ 5 -13 J 0 g 
1 
A+B = Da 
0 32 -1 


PROPRIETĂŢI ALE ADUNĂRII MATRICELOR 


P1. Adunarea matricelor este comutativă: 

A+B=B+A,VA, Be.4,.„(€). 

Într-adevăr, dacă A = (a; J , B= (b; ko , atunci A+B= (a; +b; lioa 
şi B+A=(b,+a,) 

Deoarece adunarea numerelor complexe este operaţie comutativă, 
rezultă că a, +b; =b;+a; vie(1,2,...,.m) şi je{1, 2, ... n}. 

Aşadar, A+B=B+A. 


P2. Adunarea matricelor este asociativă: 
(A+B)+C=A+(B+C),v A, B, Ce M,a (©). 


Într-adevăr, dacă A = (a iiy B= (b; Ko „C= (aha folosind asocia- 


mxn 


tivitatea operației de adunare a numerelor complexe se obține succesiv: 
(A+B)+C=(a; + bi). +(c; DR = ((a; +b,)+ gi) = 
=(a; +(b; +c;))_  =A+(B+0). 
P3. Matricea nulă O„„ este element neutru pentru adunarea 
matricelor: A+0Opn =Onn tA=A, VA= (a; J ; 
Într-adevăr, A+0,, =(a; +0) =(a,),, =A=(0+a;) _ =0nn +A. 
P4. Pentru orice matrice AeM,,(C) există matricea A'= 
=-A =(-a,), > astfel încât A+A'=A'+A=0,,. 


Matricea (-A) se numeşte opusa matricei A. 
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I Exemplu 
ak le 40 ABE ana aaa a E Ei 
acă A = „ atunci opusa ei este —A = i 
2 5 0 i -2 -V5 0 
© OBSERVATII 


e Dacă A, Be M, (C), atunci suma A+(-B) se notează A=B şi se 


numeşte diferența matricelor A şi B. 
e Operația prin care oricăror două matrice A, B € Man (©) li se asociază 


diferența lor se numeşte scăderea matricelor. 


IE Exemplu 
Dacă A-| 0 1 şi B= = -4 „atunci A-B= E 1) 3 a | 
-1 2 3 -2 1-3 2-(-2) 44 


22. ÎNMULȚIREA MATRICELOR CU SCALARI 


Fie A € Man (€), A=(a,),, si kec. 


«e DEFINIŢII 
e Se numeşte produsul dintre scalarul k şi matricea A, matricea 


B= (b; J 
Vi efi, Di p m}, je {1 DAU n}. 
Produsul dintre matricea A şi scalarul k se notează kA. 
e Operația prin care fiecărei perechi (k, A)e Cx.//,,„ (0) i se asociază 


ale cărei elemente sunt date de egalitățile b; =ka;, 


matricea kA se numeşte operația de înmulțire a matricelor cu scalari. 


t7 Exemplu 
OE “AA -i 2 ERES -i 1 2 
1e =1 Sl — A unci = è 
i 1-2 0 va 2+i 0 if 


O REŢINEM! 
e Pentru a înmulţi o matrice cu un scalar, se înmulțește fiecare 
element al matricei cu acel scalar. 


PROPRIETĂŢI ALE ÎNMULȚIRII MATRICELOR CU SCALARI 


Ținând seama de proprietăţile operaţiilor de adunare şi înmulţire a 
numerelor complexe, se verifică următoarele proprietăţi ale înmulţirii 
matricelor cu scalari: 

P1. 1:.A=A,v A€ Man (0); 
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P2. «-(BA)=(aB)A, v a, pet, A€ Maa (©); 

P3. (a + p) -A=aA+PA, vo,Bet, A€ Myan (0); 
P4. a: (A + B) =0A+aB, V a eC, A, Be Man (©); 
P5. a-A=0,, ©0=0 sau A= Onn 


23. ÎNMULȚIREA MATRICELOR 


Fie matricea A = (a; J şi matricea B = (b; Fa ; 


< DEFINIŢIE 
e Se numeşte produsul matricelor A, B (în această ordine), matricea 
C= (e; ale cărei elemente sunt date de egalitățile: 


Ca =a; by tab, HHan bu Sabu, ie (1,2,...,.m), 
i 
kef{1, 2, ..., p}. 


Produsul matricelor A şi B se notează A-B sau AB. 
Operația prin care fiecărei perechi de matrice (A, B) €e M, „(€)xM, (©) 


i se asociază matricea AB e M, (C) se numeşte înmulțirea matricelor. 


© OBSERVAȚII ŞI PRECIZĂRI 
1. Elementul c, al matricei produs AB se obţine ca sumă a produselor 


dintre elementele liniei „i“ a matricei A cu elementele corespunzătoare 
din coloana „k“ a matricei B. 

Această corespondenţă este indicată de diagrama următoare: 

b 


1k 


b 


ax | + e a 
aal Jal e az) m >|.. Ca = 8&4 bik + aiD +. +a b 


in “nk 


b 


nk 


Regula de înmulțire a două matrice se denumeşte pe scurt regula de 
înmulțire a liniilor cu coloanele sau regula linie-coloană. 


2. e Produsul AB are sens dacă numărul de coloane ale matricei A este egal 
cu numărul de linii ale matricei B. 
e Dacă A € Mnn (€), BE M (C), atunci AB € M, (©). 


3. © Dacă A € Myn (€), BE M,a (C), atunci au sens produsele AB şi BA. 
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e Dacă A,Be.//,(0), atunci înmulţirea matricelor este peste tot 


definită (are sens atât AB cât şi BA). 
4. In general AB # BA (înmulţirea matricelor nu este operaţie comutativă). 


I7 Exemplu 
4 1 
i 1 2 -1 j 2 
Fie A= LUD € Mha, (R) şi B=|-1 0 |€ Mz, (R). 
3 -3 


Se observă că numărul de coloane ale matricei A este egal cu numărul de linii 
ale matricei B. Aşadar, se poate calcula matricea produs AB = (c; ), „cu următoa- 
x 


rele elemente: 
Cu = aby + ab + assba = 1-4+2-(-1)+(-1)-3=-1 


Cis = Aaa * baz + aobo + aigba = 1-1+2-0+(-1)-(-3)=4 
| 3 


Ca = Azi ` Dia + ao ` Da + aag "Pai Sue a 


-1 4 
Se obţine matricea AB = | i 3 € Mh (R). 


Pentru matricele A, B se poate efectua totodată şi produsul BA e.// (R), 


7T 8 -6 
egal cu BA =| -1 -2 1 
-6 6 3 


Se observă că AB + BA, ceea ce justifică faptul că înmulțirea matricelor nu 
este comutativă. 


PROPRIETĂŢI ALE ÎNMULȚIRII MATRICELOR 


m TEOREMA 1 
Înmulțirea matricelor este asociativă: dacă A € M, „ (€), Be M, (©) 


şi Ce M, ,(©), atunci are loc egalitatea (A -B)-C =A- (B-C). 
Demonstratie 
Fie A= (as) o B= (bx Jo şi C= (Ca aa . 


Notăm A-B=(d,),, şi (A-B)-C=(e,) 


mxq ` 


p n 


n Pp 
Atunci dp Y ab Si e} =} duca = $È abs eu- $ Jaben (1) 
j=1 k=1 


ksi Hl 
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Să notăm B.C= (u) şi A-(B-C)= (Via: Avem u, = Sb, -Cu Şi 
k=1 


n p p n 
„= Sas Ups -S (F bueu au = = SXaipbucu = abc (2) 


j=1 \ k=1 j=1 k=1 k=1 j=1 
Din relațiile (1) şi (2) rezultă că e, =v, pentru oricare ie 1, VARI m} 
şi le(1,2,....q). În concluzie (A-B)-C=A- (B-C) şi teorema este demonstrată. W 


E TEOREMA 2 
Inmulţirea matricelor este distributivă față de adunarea matricelor: 
a) A- (B+C)=A-B+A-C,Y Ae./„(0) şi B, Ce.//,(€) 


(distributivitatea la stânga a înmulţirii faţă de adunare); 
b) (B + C) -A=B-A+C-A,v B, C € Man (©) şi AE May (©) 


(distributivitatea la dreapta a înmulţirii faţă de adunare). 
Demonstraţie 
a) Fie A =(a;) > B=(b,),, si C= (cx) o 


Notăm A-(B+C)= (dx) „p> A-B= (ux) p şi A C= (Vi) n 


mxp ? 
Avem d, Fa (ba +C )= Zap ie Zac C Um +V pentru orice 
j=l 
e{1, PAEAN, m} ŞI k e(1, Duta p}. sud A-(B+0)=A-B+A-C. 


Analog se demonstrează egalitatea b). W 


m TEOREMA 3 
Fie M, (©) mulțimea matricelor pătratice de ordinul n, neN. Atunci 


există o matrice I, e.//, (©) astfel încât: 
A-I, =I, -A =A, V AcM, (©). 


Demonstratie 

1, dacă i=j 
Considerăm matricea I, =(d;) , d; = a i 
an 0, dacă i +j 

1 0 0 .. 0 

O 1 0 .. 0 

deci I, =|0 0 1 .. O). 

0 0 0 1 


Fie matricea A = (a;) 


nxn 
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Atunci b, =a,d,, rad, +... +a;d;j +... +a dj =a 
Aşadar A-I, =A. 
Analog se arată că I,- A=A şi teorema este demonstrată. W 


Vi, jel 2, .., n}. 


ij? 


Matricea I, e.//,(€) cu proprietatea că A-I, =I,- A=A, Y Ae M, (©) 


se numeşte matrice unitate sau matrice identică de ordinul n. 


; 1 0 f 
Astfel, matricea unitate de ordinul 2 este =[$ i matricea 


1 0 0 
unitate de ordinul 3 este IL=|0 1 0l. 
O 0 1 


Teorema 3 arată că matricea unitate I, este element neutru pentru 
înmulțirea matricelor pe mulțimea M, (©). 


Legătura dintre înmulțirea matricelor şi înmulțirea cu scalari a 
matricelor este dată de următoarea egalitate: 


a(AB)=(aA)B= A(aB), Y A €M, (€), BeM,,(C) şi acc. 


24. PUTEREA UNEI MATRICE PĂTRATICE 


Proprietatea de asociativitate a înmulțirii matricelor pătratice 
permite definirea puterii cu exponent natural a unei matrice pătratice. 
Fie Ae M, (©). Definim A’ =1I,, A' =A, A’ =A-A. Pentru neN' se 


defineşte puterea n a matricei A prin A? = A™.A. 
t Exemplu 
1 -1 
Dacă A = , atunci: 
2 1 


Aaa |, al G J 
mea o) -G 2) 
EE- (a 7] 


Reguli de calcul 
© Fie A,Be.//,(0) şik, peN. Atunci au loc egalităţile: 


p k 2 
a) A*A? =A"; b) (A*) =A”=(A?) ; c) (A+B) =A’ +AB+BA +P’. 
Verificarea acestor egalități se face folosind proprietățile de asociativitate a 
înmulțirii matricelor şi distributivitatea înmulțirii față de adunare. 
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E Fie a-f; 


-1 
-E ) Să se calculeze A” şi A“. 


Solutie 
Din exemplul de mai sus se cunosc matricele A’, A”, A“. Pentru A” se 


i -1 -2\/-5 -1 1 11\. 
poate folosi regula aaa | J| J-l i } iar pentru 


4 -1j 2 -5 —22 
-7 4\f-7 4 17 -56 
A* se poate folosi regula A = (Af - = ; 
-8 -7)\-8 -7 112 17 


O Fie A, BeM, (©), n22, astfel încât AB = BA. Atunci: 
a) A” -B° =B'.A", Y m, peN’; 
P . a 
b) (A+B) =X C A"Bi, Y peN’. 
i=0 
(Formula binomului lui Newton pentru matrice) 


A Temă de proiect 
Verificarea regulilor de calcul 1 şi 2. 


Probleme rezolvate 
wE 1. Fie a-f? al € Ml, (©). Să se veri- 
c 


fice egalitatea: 


(Relația Hamilton-Cayley) 
Solutie 
Avem 


ale b)(a b) fa’+be ab+bd 
c dle d) laered be+d) 
Atunci A’ -(a+d)A+(ad-bc)l, = 


(pia să Lo a a 


+ 
ac+cd be+d? (a+d)c (a+d)d 
i ad — bc 9) z 0 0 = (je, 
0 ad — bc 0 0 


2 -1 x 
BK 2. Fie matricea A = f ô ) Să se calculeze A", neN. 
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Solutie 
Metoda I: Utilizarea inducției matematice 


Calculăm A? =A-A= a S SA 
1 oj1ı o 2 -1 
oaae e AE =9ă, 
2 —1ı)||1 0 3 -2 
RE T 9)[2 a A) 
3 -2)|1 0 4 -3 


Pi n+1 -n , | 
Se observă că A" = „neN. Pentru n=1 egalitatea 
n -(n — 1) 
ru să PE (5+1 -k i P p 
este adevărată. Presupunem că A“ = k (k 1) şi demonstrăm că 
Ai k+2 -(k+1) | 
k+1 -k 
Avem A*!=A*.A = ika E AEEA SERY ceea 
k  -(k-1)]l1 o k+1 -k 
ce trebuia demonstrat. 
n+1 -n 
Aşadar, A” = „VneN 
n -(n — 1) 


Metoda a II-a: Utilizarea formulei binomului lui Newton 


-1 


1 
Matricea A se scrie sub forma A =[1, +B, B = , Deoarece 1,B = BL, 


atunci A"=(1,+B) = ŒB". Dar B'=0, şi rezultă că P =0,, Y p22. 


k=0 


Calculați: 


n+1 
Aşadar, A" = ŒI, +CÌB =I, +nB = | ( 
n == 


n-1) 


Metoda a III-a: Utilizarea relaţiei Hamilton-Cayley 
Pentru matricea A, relaţia Hamilton-Cayley se 
scrie: A” -2A +I, =0,. 
Rezultă că A” =2A —[,. Avem A’ =A’. A=2A’-A=3A-21,. Analog 
se obține A‘ =4A-—3I,. Folosind metoda inducției matematice se demon- 
strează că III 


28 


E Elemente de calcul matriceal și sisteme de ecuaţii liniare e II. MATRICE 


— r 1 = 
Aşadar A" =n. sie Em. ’ = pi și ; 
1 0 0 n-1 n -(n-1) 


E 3. Să se determine A € .M4, (©) dacă A? + A = i J 


Solutie 


Din relația dată se obține că A? + A? =A. (e J şi A? +A’ -( a 


a 


Dacă a-f 
(6 


i) din relaţia (1) se obţine: 


2a 3a+2b 2a+3c 2b+3d) . 
= şi c=0,a=d. 


2c 3c+2d) | 2c 2d 


a b\. . E 5 iai 
Aşadar, A= f ) iar din egalitatea dată rezultă că: 
a 


2 2 3 
a +a 2ab+b = cu soluțiile a=1, b=1 şi a =-2, b=-1. Se 
0 a’ +a 0 2 


1 1 -2 -1 
obține A = şi A= ; 
O 1 0 -2 


APLICAŢII ÎN TEORIA GRAFURILOR 


Fie G=(X, U) un graf cu n vârfuri, X=fx,, Xay sul n>l şi 
A = (a;) matricea booleană (de adiacență) asociată acestuia. 
nxn 
Matricea A indică numărul drumurilor de lungime 1 dintre două 
vârfuri x,, xX; Dacă a, =1, atunci există un drum de lungime 1 de la x, la 


X;, iar dacă a; =0, nu există un asemenea drum. 


j? 
Pentru determinarea numărului drumurilor de lungime 2, 3, ..., n se 
folosesc puterile A”, A°, ..., A” ale matricei A. 


Fie A* puterea k a matricei A, A* = (bi). ; 

e dacă b; =0, atunci nu există nici un drum de lungime k de la vârful 
x; la vârful x;; 

e dacă b, 70, atunci există un drum de lungime k de la x, la x;; 


e dacă b, =p, atunci există p drumuri de lungime k de la x, la x.. 
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Problemă 
k Fie G un graf sub formă sagitală ca în figura 
1. Să se determine drumurile de lungime 2 şi 3 de 1 
la vârful 1 la celelalte vârfuri. 
Solutie 2 
Matricea booleană asociată grafului este 
O 1 0 1 4 
A 1 0 1 j iar puterile de ordin 2 şi 3 sunt: 
1 0 01| 3 Figura 1 
O 1 0 0 
1 1 1 0 2 1 1 2 
miti 
0 2 0 1 2 1 2 0 
1 0 1 0 1 1 0 2 


Rezultă că există un singur drum de lungime 2 de la vârful 1 la vârful 2, 
respectiv la vârful 3 şi nici un drum de lungime 2 de la vârful 1 la vârful 4. 
Aceste drumuri sunt d, =(1, 4,2), di, =(1, 2, 3). Citind matricea A” se 


deduce că există un singur drum de lungime 3 de la vârful 1 la vârful 2, 
respectiv la vârful 3 şi două drumuri de la vârful 1 la vârful 4. Acestea sunt 
d, =(1, 2, 1, 2), di; =(1, 4, 2, 3), d, =(1, 2, 3, 4), d, =(L, 2, 1, 4). 


A Temă 
Să se determine drumurile de lungime 2 şi 3 de la vârfurile 2, 3, 4 la celelalte 
vârfuri ale grafului din figura 1. 


25. TRANSPUSA UNEI MATRICE 
+ DEFINIŢII 


e Fie matricea A= (as) Se numeşte transpusa matricei A, matricea 
A = (by) a> unde b, =a,, pentru oricare k efl, Dai n} şi le{1, Dantei m}. 

e Operația prin care fiecărei matrice A € M,,„(€C) i se asociază matricea 
transpusă 'AecM,„(C) se numeşte operația de transpunere a 
matricelor. 


© OBSERVAȚII 


1. Matricea transpusă 'A se obține din matricea A prin schimbarea liniilor 
în coloane şi a coloanelor în linii. 


2. Dacă Ae M, (©), atunci Ae./,(€) şi Tr (A)=Tr('A), unde Tr(A) 


este urma matricei A. 
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Problemă rezolvată 
TR E 
B = Se dau matricele a- í n şi B=|83 1 
4 3 


a) Să se calculeze transpusele matricelor A, B, AB şi BA. 
b) Să se calculeze matricele 'A. 'B, B.'A şi să se compare cu matri- 


cele (BA), respectiv (AB). 


Solutie 

D DA 20 10 20 7 

a) ‘A =| 1|, B= , AB= , (AB)= ; 

- 3 7 4 10 4 

i 
B 

BA=|3 7 10|, '(BA)=|3 7 ul. '(AB)='B'A 
4 11 15 5 10 15 r 


1 0 
4 t 
b) HA. B=|2 Llf : J-a 7 11|= (BA). 
d E 3 


PROPRIETĂȚI ALE OPERAȚIEI DE TRANSPUNERE 


Folosind definiția transpusei unei matrice şi operațiile cu matrice se 
verifică următoarele proprietăți: 


E] P1. Pentru oricare matrice A € M, „(©), | 'A) =A. 
E] P2. Dacă A, B e M, (C), atunci: 

a) '(A+B)= 'A+ 'B; 

b) '(aA) =a.'A,aet. 


E| P3. Dacă A €M, (€) şi Be.4,(0), atunci '(AB)= 'B. 'A. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


E2. 


E3. 


E4. 


EXERSARE 


Se dau matricele: 
1 3 i 
1 -2 -1 
A=|v7 -8 2 |, B= , 
v1 pi -8 a 
0 —4 0,2 
14 


a) Să se precizeze tipul matricelor 
A, B, C, D. 

b) Să se scrie elementele asz, azi, 
b22, B13» C215 C319 Cao da: 

c) Care afirmație este adevărată: 

* urma matricei A este Tr(A) =-6,8. 


* az ' Ca + bəs — d = -12; 
* a23 ba1 ` big ' C31 ` dig > —30; 


2 2 3 
e 25a33 + (azı -d;2) -C11 =-C31 7831? 


Să se determine numerele reale pen- 
tru care au loc egalitățile: 


3 2+x 2a-5 6) 
Re 4 )-l 7 RA, 
b) Ea a-l 3 a 

4 2a+b a+2b 5 


Se dau matricele: 


1 -1 2 3 -7 1 
A=|4 3 5|, B=|0 -9 3). 
-3 -2 8 -2 -1 0 


Să se determine A+B, A-B, -A-B, 
3A, 5B, 3A +5B, A-y20,. 


Să se determine numerele pentru 
care au loc relațiile: 


3 x x+1 2 
a) +x: = 
ÎI >) [2 -) 
= 9 4+y : 
“lzy2 4+t) 


b) x-6 2 5 83y\_|-3 y’). 
=| a xjl 2) | ar 


ca] 


ca] 


5. 


7. 


a sal, JE a 
5 -3 -7 9 


„ Să se determine matricele A şi B, 


dacă: 
a) 2a+B-[ T J 
-1 3 
sa-8-[ a 
9 -1 
-8 -7 2 
b) 2A +3B = > A 
-1 6 -5 
A-2B-(, : I 
3 —4 1 


Se dau matricele A = fi =i 3) 


3 4 0 
-1 1 d: di 
B=|-3 -5|, gl ) Să se 
1 0 
0 2 


calculeze AB, BA, ABC, CAB -C?, 
(ABC-CAB). 


. Matricele A, B verifică egalităţile: 


1 1 2 
A+B= şi 2A+B= : . Să se 
2 3 2 4 


2 


calculeze A-B, B-A, (‘aŬ -('B) 
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E9. 


E10. 


Ell. 


Al. 


A2. 


A3. 


Fie a A şi f(X)=X° +X’ - 


-5X +21, g(X)=X°’-3X+I,. Să se 
determine matricele: 
=2f(A)-3g(A), C=£f('A)-g(*A). 


Se dau matricele: 


2 pă 
Pia E Aliud 
y 3 5 2x 


a) Aflaţi x, y e € astfel încât: 


14 2 
AB = g 
19 6 


b) Aflaţi x, y e € astfel încât: 


(A i E i ) -25 59 
+x + = . 
şi i 2x+y2 20 
1 4 3 -1 
Fie matricele A= „B= A 
0 5 xy 
a) Să se afle x, y pentru care 


A+B=AB+IL. 
b) Există x, yeC astfel încât A? =B2? 
c) Să se calculeze A5, Af, A5, AlW, 


E12. Să se calculeze A”, nen’, în cazurile: 


1 2 1 0 1 
a a-( Jim a-lo 1 of; 
0 1 
1 0 1 
1 0 2 30 0 
c) A=|0 1 0|; d) A=|0 10|. 
0 0 1 0 1 1 
1 s3 
x 2 2 
E13. Fie A = 
%3 1 
2 2 


Să se calculeze A°, A?, Af, Al5, A”. 


E14. Fie A, B e M, (©). 
Să se verifice egalitățile: 
a) Tr(A+ B) = Tr(A) +Tr(B); 
b) Tr(aA)=aTr(A); 
c) Tr(AB)= Tr(BA); 
d) Tr| “(AB )]= Tr('A* B). 


APROFUNDARE 
Se dă matricea A, E€ Mz3(€),keN, || A4. Să se determine matricele Ae./4(0), 
k k? k(1+k) l în fiecare din cazurile: 
A, = E NEA ERA, Să se cal- a) A? =l; b) A2=0;; 
culeze S, = 4 +A +.. +A c) A? = 10 ; d) A? = =E 0 ? 
1 1 1 1 
Fie keN şi A, = 1 k Să se A5. Se consideră egalitatea: 
£ (k+1 k-1/ ab 
calculeze sumele de matrice: k 4 = k al: Să se arate că 
a) U, =A, +A ++ An; dacă numerele reale x, y, z, t sunt 
b) V, = A? +A2 +.. + AŻ. în progresie aritmetică, atunci şi 
numerele a-b, b-c, c-d sunt în 
Să se determine matricea Xem (R), progresie aritmetică. (ASE, Buc., 1993) 
3 2 3 2 A6. Să se calculeze A”, n e, în cazurile: 
ştiind că -X =X. A 
-2 3 -2 3 1 1 1 
aal a-l]; 
0 1 
0 01 
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A7. 


A8. 


A9. 


A10. 


ALI. 


A12. 


1 0 lna 1 
a 
c)|O0 a 0 o a-f } 
1 a 
00 1 
T 0 0 
o afa );» € 1 0|, unde 
a 
e ee 1 
e+e=-—l. 


Să se calculeze: 


. n 
cosa sina Š 
A „neN. 
-sina cosa 
Să se determine matricea A cu toa- 
te elementele numere naturale, ca- 
re verifică egalitatea: 


(1 2 4)A=(3 1 2). 


Să se rezolve ecuația A” 


ab), 
c aj’ 


{a-d, b-c, c, b} c €’. 


unde A € M, (R). 


Fie A € Ma (©), A 


S a 3 5 
Dacă A” -{ n =) să se arate că: 
c 


n n 


-d 
Þa Cn _ Ann (ASE, Buc., 1996) 
b a-d 
0 1 
Fie A= f ) Să se arate că: 
a) A” -( an | unde a, €Z, 
anu n+2 
VneNi'; 


b) pentru oricare n, meN' au loc 
relaţiile: a,,2 =auu ta, şi 

amın = Ami "Ani tâm ân. (Univ., 
Craiova, 1996) 


Să se arate că pentru oricare n eN 
nu există matrice A, B e M, (©), ast- 


fel încât AB -BA = L. 
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A13. 


A14. 


A15. 


A16. 


Fie D = Ma (©) şi f : D > D, 

f((x y))=(3x+y 4x+3y). Să se 
arate că: 

a) f(aA)=af(A),vaec şi A eD; 
b) f(A+B)=f(A)+f(B), V A, B e D; 


c) f este funcție bijectivă. 


3 1 
d) Dacă A = | ) atunci 
4 3 


(e 3))- (E) 


Fie D = M4(€), funcţiile 

f, g:D —D şi matricele 

A, B € M, (€), A=(a,), B=(b,). 
Dacă: 

f((x y)) =(aXx+a,y anXx+a»y), 
g ((x y)) = (bx + buy bax + by), 
să se arate că: 


(ce »)- [a:5()) 


Generalizare. 
Să se rezolve ecuaţiile în /.(R): 


a) m-za-[ ` 
-4 2 


10 0 

0 2) 
Harta unor trasee turistice este re- 
dată sub forma unui graf în figura 1. 
a) Să se scrie matricea booleană A 
a grafului dat. 
b) Să se calculeze A?, A?, Af. 
c) Între ce puncte turistice există 
cele mai multe trasee de lungime 2? 
Dar de lungime 3? 
d) Găsiți punctele turistice între 
care există cel puțin 5 trasee tu- 
ristice de lungime 4. 


b) A+A 


1 2 


3 


4 Figural 
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O 5. 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 


2 -3 6 -1 
Fie matricele A = f 5 ) B = f $ ) şi numerele reale a = Tr(A+ B), 


p= Tr(2A — 3B), y = suma elementelor matricei AB şi u=a+ß+y. Atunci: 
a) u=-7; b) u=-—28; c) u=49; d) u=56. 


10 -4 — 
Fie matricele A = | si 6 ) B = | 4 7) şi a =suma elementelor matricei 


AB-'A'B. Atunci: 
a) a = -—82; b) a = 47; c) a=—38; d) a= 82. 


2 -1 1 
Fie matricea A =| 1 -4 2|. Atunci matricea A? este egală cu: 
0 1 2 


a) 2A -3I;; b) O}; c) 4A -6I;; d) 13A -171;. 


5 1 3a-2  b2+2b] /0 4 

Se consideră egalitatea |2 5|+| 2*-9  y*+7 |=|9 3|în Mz,(©) si 
3 4) |Vu?+16 lgv 8 5 

m=a+b+x+y-u?+v, unde b>0. Atunci |m| este: 

a) 9V2; b) 3V2; c) 2/3; d) 10. 


1 0 2 
Fie matricea A=|2 1 -1|e.4(R) şi f(X)=X°-5X?’+8I,. Atunci f (A) este: 
3 -1 3 


a) 13; b) *A; c) A’; d) O}. 


Testul 2 
Pi 0 2% +1 0 22 6 
Se dau matricele A= „ B= i , C= . Să se 
3% —1 3% 3Y 3Y+1 -6 37 


0 1 0 1 
determine x, y, z astfel încât | i a -A+B [ =C. 
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1 0 1 0 
O2. Fie AeM(R), a-[ ) Să se arate că a | şi să se 
a-l a Xa Xa 


determine (x,) şi matricea B = A.A? A”, 


1 0 2001 
O 3. Să se determine X e M; (R) astfel încât K” =|0 2% 0 
0 0 1 


O 4. Folosind binomul lui Newton pentru matrice să se calculeze A", dacă 
a b ce 
A=|0 a b|. (Bacalaureat, 1996, generalizare) 


Testul 3 


0 1 1 
O 1. Se consideră matricea A =|1 0 1). 
1 1 0 


a) Să se determine numerele a, be R astfel încât aA? + bA +21, = O}. 
b) Să se arate că pentru orice neN' există numerele a,,b, eR astfel încât 


A” =a A +b. 
: ; : z y2 [4 0 
Q2. Să se determine matricea X e M (R) dacă X’ = A 


2— -1 
O 3. Se consideră mulțimea de matrice M = ( pitic 


a) Să se arate că dacă A, Be M, atunci A? B? € M. 


b) Există matrice A e M astfel încât A2%! = —1,? 


1 z 2X 
e (1+ 2)" (1+ 2)" 


rădăcina cubică a unității. Să se calculeze matricea A = A, + A3 +...+A,,neN. 


O 4. Se consideră matricele a- ) keN, unde £ este 
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CAPITOLUL Ili. DETERMINANȚI 


€$ DETERMINANTUL DE ORDINUL n. PROPRIETĂȚI 
1.1. DETERMINANTUL DE ORDINUL 2 


Să considerăm sistemul de două ecuații liniare cu două necunoscute 
aX; +a,X, =b . . a, a or ta 
| Ma 122 1 (1) şi matricea a-| ta ee (C) a coeficienţilor ne- 
a21X; + aX, = b, ao az 
cunoscutelor x,, X;. 


Rezolvarea acestui sistem este cunoscută. Aplicând metoda reducerii 
se obţine: 


[a ‘ao — Au ‘az )x, z b, "a -b, "a 

(az ‘ao — aig ‘az )X2 =: b, ‘ai -b;, ‘an 

Dacă numărul a, ʻa, -a'a #0, atunci soluția sistemului este: 
= b, “ax — b, ` aig = b, a — b; “az 


X; ni . (2) 


2 
Aa ' aos — Ajg ` Aa A a29 — a19 ` a91 


Se observă că numitorul fracțiilor din relația (2) reprezintă diferența 
dintre produsul elementelor de pe diagonala principală a matricei A şi 
produsul elementelor de pe diagonala secundară a matricei A. 


+ DEFINIȚIE 


ai aio 


e Fie matricea Ace Ma (©), A= | Numărul d= a11ã22 — Ada SE 


a a 
numeşte determinantul de ordinul 2 sau determinantul matricei A. 
Pentru determinantul de ordinul 2 se foloseşte notația: 


qui , det(A) sau |A]. 


az, 22 
Produsele a, -a şi ag'a se numesc termenii determinantului 
de ordinul 2. 


UE Exemple 
É 1 2 1 2 
1. Fie a=| ) Avem det(A) =| [=1:4-2-(2)=8. 
-2 4 -2 4 


b b 
2. Fie A=| |. Avem det(A)=|' ?|=a-d-b-c. 
c d c d 
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Revenim la formulele (2) care dau soluţiile sistemului (1). Se observă 


n ŞI p ; b, a 
că numărătorii fracțiilor reprezintă determinanții matricelor A, =| © ” 
2 ax 
A a, b 
şi A, Z 11 1 
b 


21 2 


Aceste matrice sunt obţinute din matricea A înlocuind coloana 
coeficienţilor necunoscutelor x,, respectiv x, cu coloana formată din 


termenii liberi b,,b, ai ecuaţiilor sistemului (1). Astfel, cu ajutorul 
determinantului de ordinul 2, formulele (2) se scriu sub forma: 


b, a a b, 
b, a a b 
x, = 2 22 , X, = 21 2 , (3) 
a1 a2 a a2 
ao ax az a 


formule denumite formulele lui Cramer pentru sistemul de două ecuații 
liniare cu două necunoscute. 


1.2. DETERMINANTUL DE ORDINUL 3 


Să considerăm acum sistemul de trei ecuaţii liniare cu trei necunos- 
cute: 


aX: za ai2X3 + ai3X3 = b, au aio ais 
AX + AzX2 +aX; =b,, (4) şi A=| a, ap a |€ M (©) 
a3ıXı E a32X9 E a33X3 m b; azı azg a33 

matricea coeficienţilor necunoscutelor x,, X,, X3. 


Pentru rezolvarea sistemului vom folosi metoda reducerii. 
Reducem pentru început necunoscuta x,. Pentru aceasta înmulţim 


prima ecuaţie cu a;.,apoi cu a, şi o adunăm la ecuația a doua înmulțită cu 
-a,, respectiv la ecuaţia a treia înmulțită cu -a,,. Se obţine sistemul de 
două ecuaţii liniare cu necunoscutele x,, X, : 
(a, aoz — A “da E + (a., “aag — do “2.3 )X2 zi b, ` Ag -b, "Aug (5) 
(a ‘a33 — dai “a3)%, + (a, “azg — aaz -a13)X3 = b, ags - b, ` aig 
Reducem necunoscuta x, din ecuațiile (5). Se obține ecuația: 
[ (a; "das — Aa “a. )(au ‘a33 — Ag ax) E (a ‘a33 — Ag -azı (a2 "Ag — Aa ` Aig )] X = 


= (b, ‘aog -b, -a3 (a ‘agg — aag -a,3)- (b, "Ap la -a.)(a ‘a3 — do i) (6) 
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Desfiinţând parantezele şi cu notaţiile: 
d, m basas + b„a.»âs2 + b,a, T b,aszāa2 T b,a,2833 zi Dsâsâ22 ŞI 


d = a Aapâss t As Azâso + ApAosAg, — AusAoA3i — AAad33 — A Ao3A3, relația (6) se 
aduce la forma d.-x, =d,. (7) 


+ DEFINIȚIE 


e Fie matricea Ae.///(0),A=|a,, a» ax 
a ax a33 
Numărul d = a,,asâss + a43821832 + a42823331 — a43ã22331 — A12å21333 — A11å23ã32 (8) 
se numeşte determinantul de ordinul trei sau determinantul ma- 
tricei A. 


Pentru determinantul de ordinul trei se folosesc notațiile: 


d=ļa ax a|, det(A) sau |A]. 


Cei şase termeni din scrierea determinantului de ordinul 3 se numesc 
termenii determinantului. 

Se observă că d,, este valoarea determinantului de ordinul 3: 

b, ap a3 

b 


b; azo a33 


2 âx apl, determinant obținut din determinantul d înlocuind 


coloana coeficienţilor necunoscutei x, cu coloana formată din termenii liberi 
bis boa 


Xi 


Dacă d #0, din relația (7) se obține x, = 


In mod analog se pot obține necunoscutele x, şi x, considerând 
determinanții de ordin 3, d,, şi d,, obținuți din d prin înlocuirea coloanelor 


a doua şi a treia prin coloana formată cu termenii liberi ai ecuaţiilor 
sistemului (1). 
Aşadar, dacă dz0, sistemul (1) are soluţia unică dată de formulele lui 
d d d 


Cramer: x% =~, x% = (9) 


d 
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CALCULUL DETERIVINANTULUI DE ORDINUL 3 


Relaţia (8) care dă valoarea determinantului de ordinul 3 este destul 
de dificil de memorat fără un suport logic. De aceea se vor indica două 
tehnici practice de obţinere a celor şase termeni, tehnici specifice numai 
determinantului de ordinul 3. 


1. Regula lui Sarrus 


Calculul determinantului de ordinul 3 prin regula lui Sarrus se face 
parcurgând următoarele etape: 

e se scriu primele două linii sub determinant; 

e se adună produsele termenilor situaţi pe diagonala principală şi pe 
diagonalele paralele cu aceasta situate sub ea; 

e se scad produsele termenilor situați pe diagonala secundară şi pe 
diagonalele paralele cu aceasta situate sub ea. 

Aranjarea calculelor se face astfel: 


an Viz Aig 
aa, „asg „Aa = A Azoâa3 + å21å32å13 + Ag Apa — A13å22å31 — AA — A33å12å 21 
as asg a33 
aj; „aig ai 


ası ao a23 


1% Exemplu 
2 -1 4| |2 -1 4 
5 3 -2|=|6. "3< 72]=2-8-1+5.1-4+0-( 1)-(-2)-4-3-0-(-2)-1-2-1-(-1):5=35 
O 1 Oe li 
Sa 
53 >2 


2. Regula triunghiului 


Cele şase produse din formula determinantului de ordinul 3 se pot obține 
printr-o altă tehnică numită regula triunghiului. Această regulă este 
descrisă mai jos indicând secvențial modul de construire a fiecărui produs: 


an aiz 
az 222 
az a2 
( a az 
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au aiaj a3 auk 


` 
E A a + A 


a + N `$ 
`A A a3 |» [a "Aa -faal |- 
x : 


azı azz azı |232 a33 


(ais ap azı) (a a ass) (an a23 asz) 


In concluzie, d= a11å22å33 + a13å21ã32 + AvAasAzi — AsAgAzi — Aa As3 — 11å23å32 


IF Exemplu 
2 -1 4 
d=|1 1 3|=2-1:5+4-1.1+4-(-1)-3—4-1-4-2.3.1-5-1-(-1)=-15 
4 1 5 
© PRECIZARE 


e Pentru o matrice A=(a,,)e./4(C), determinantul său este determi- 


nantul de ordinul 1, d= lanl Za 


t7 Exemplu 
Matricea A=(-5)e./4(C) are determinantul d=|-5|=-5, iar matricea 


B=(2-i)e./4(0) are determinantul d =|2-iļ=2-i. 


1.3. DETERMINANTUL DE ORDINUL n 


În continuare se va defini determinantul unei matrice pătratice de 
ordinul n în aşa fel încât pentru n=2 şi n=3 să se determine 
determinantul de ordinul 2, respectiv 3. Pentru aceasta vor fi analizate 
formulele de calcul pentru determinantul de ordinul 2, respectiv 3 şi se va 
deduce o regulă generală prin care se va defini determinantul de ordinul n. 

Să considerăm formulele determinanţilor de ordinul 2, respectiv 3: 

a a 2 


= Ad22 — Apa: 
ao A 


a 
A; 7 az, a aoz i a. Aaaa t ai3ã21å39 + a pAosAzi Ea A sAzAzi z a12ã21å33 T a11ã23ã39. 
a 


31 a â33 

Referitor la aceşti determinanțţi se observă că: 

1. termenii acestor determinanţi sunt produse de elemente ce aparţin 
la linii şi coloane diferite şi totodată orice astfel de produs este termen în 
formula determinanţilor; 
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2. fiecare termen este un produs de forma a,,,)'âz, unde ces, 


pentru determinantul d, şi de forma a, si) Azata) ` Asaţa) unde ces, pentru 


determinantul d;; 

3. termenii cu semnul (+) corespund permutărilor pare, iar termenii 
cu semnul (—) corespund permutărilor impare. 

Cu aceste observaţii, cei doi determinanţi se pot scrie sub forma: 


A, = 2 e(o) " Asoţ1) ` Azs(2) A, = 2 e(o) aio(1) ` A2o(2) ` A3a(3): 


ceS> ceS3 
(e(o) este signatura permutărilor o.) 
Această regulă unitară de scriere a determinantului de ordinul 2 şi 3 
cu ajutorul permutărilor, permite extinderea noţiunii de determinant 
pentru o matrice pătratică de ordinul n, n > 4. 


Fie A = (a; ) „0 matrice pătratică de ordinul n. 


« DEFINIȚIE 
e Numărul det (A)= D e(o)-a 


se$, 


-a ‘an(n unde S, este mulțimea 


îs) Serie) 905 


permutărilor de gradul n şi e(o) este signatura permutării o, se 


numeşte determinantul matricei A sau determinantul de ordinul n. 


Determinantul de ordinul n se notează astfel: 


Ai ag o An 
aa ay ~ a 

det(A) = 21 22 2n 
au an2 A - 

Produsele a, azoo) ano unde ceS$,, se numesc termenii de- 


terminantului de ordin n. 
In mod uzual se spune despre elementele, liniile şi coloanele matricei 
A că sunt elementele, liniile, respectiv coloanele determinantului det (A). 


a.. 


se poate nota şi sub forma |A| sau la; 
n 


Determinantul matricei A = (a;) 


nxn 


© OBSERVAȚII 

1. Noțiunea de determinant al unei matrice are sens numai pentru 
matricele pătratice. 

2. Matricea nu trebuie să se confunde cu determinantul său; o matrice este 
o funcție, iar determinantul matricei este un număr. 
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3. In formula determinantului unei matrice de ordinul n sunt n! termeni 


! | 
dintre care a au semnul (+) şi au semnul (—). 


4. Dacă A e M, (K), atunci det(A)e K, unde K €{Z, Q, R, ©}. 


1.4. DEZVOLTAREA UNUI DETERMINANT DUPĂ 0 LINIE 
SAU DUPĂ 0 COLOANĂ 


Calculul unui determinant de ordinul n, n 2 4 pornind de la definiție 
este foarte incomod. De exemplu, pentru un determinant de ordinul 4 este 
necesară determinarea a 4!=24 termeni, precum şi paritatea celor 24 de 
permutări de gradul 4. De aceea se va da un procedeu prin care calculul 
acestuia se va reduce la calculul unui anumit număr de determinanți de 
ordinul n — 1. Astfel, pentru determinaţii de ordin 2, respectiv 3, avem: 


a ap 


A, = = Audaa — aa = Au [a2 Taiz “Bal. (1) 


az aos 
a&i a2 as 


A; =|az a ao] (azza; ER azas ) Zaz (azaz — AosâAa] ) + ag (aa a asaz ) 


azı az a33 


a a23 aa a23 a ax 
sau A, =a,,: — ap: . (2) 


32 a33 azı azz 31 ap 


Se observă că A, se scrie cu ajutorul a doi determinanți de ordinul 1 
iar A, cu ajutorul a trei determinanți de ordin 2. Fiecare din determinanții 
din scrierea lui A,, respectiv A, se obține din A,, respectiv A, suprimând 
linia şi coloana elementului scris în faţa lui. 


Fie d= la; un determinant de ordin n. 
n 


+ DEFINIŢII 


e Determinantul de ordinul (n 1) care se obţine suprimând linia i şi 


coloana j din determinantul d se numeşte minorul elementului a; şi 
se notează d. 
e Numărul 5; = (-1)” -d 


elementului a;. 


j se numeşte complementul algebric al 


Unui determinant de ordinul n i se pot asocia n” minori de ordinul 
(n —1), respectiv n” complemenţi algebrici. 
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Cu aceste noi noţiuni, relaţiile (1) şi (2) devin: 

A, = au + anu şi A; = a101 + a12012 + A1303 - (3) 

Aşadar, determinanţii de ordin 2, respectiv 3 se scriu ca sumă de 
produse dintre elementele liniei întâi şi complemențţii algebrici ai acestora. 

Prin calcul direct sau aranjarea adecvată a formulelor (1) şi (2) se 
poate arăta că alegând oricare linie (coloană) din determinant au loc 
relaţiile: 

A, = aÔ + âp6io ŞI As = app + Aidi tai 121. 

Pentru determinantul de ordinul n, d = la; au loc relațiile: 


d =a, ð; ta +... + ann, i=l, n; (4) 
(dezvoltarea determinantului după linia i) 
d =a,;ô;; +a, +... +a j=1, n. (5) 


(dezvoltarea determinantului după coloana j) 


Probleme rezolvate 


2 -1 1 -1 
a KUPS 1 0 -8 
K] 1. Să se calculeze determinantul matricei A = 
3 0 -=l 0 
2 2 -2 5 


Solutie 
e Exersăm dezvoltarea determinantului după linia a treia: 


det(A) =8. 8, +0. 5, +D, +0. 8... 


Go p | 
Avem: 5 =(-1)" dp =d =1 0 =3/=3 
2 -2 5 
De sete „e 
ôa =(1) "das =d =|2 -1 —3|=12 
2 2 5 


Aşadar, det(A)=3-3+0+(-1)-12+0=-3. 
Determinarea complemenților algebrici 5, şi ô, nu a fost necesară 


deoarece în scrierea determinantului, aceştia erau înmulțiți cu zero. 
Exersăm dezvoltarea determinantului după coloana a doua: 
det(A)=(-1)5, +(—1) 8 +0 -5z +2: 5 


2 0 -3 
Avem: Gu =(-1)” dp =-d =-|3 -1 0|=-2 
2 -2 5 
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2 1 -1 
õa =(-1)” dp =d =|3 -1 0|=-21 
2 -2 5 
2 1 -1 
õa = (01) "da =d =2 0 -3|=-13 
3 -1 0 
Aşadar, det(A)= (-1)(-2)+(-1)(-21)+0+2-(-13)= -83. 
Bio o.. 0 
Bi 2. Să se calculeze determinantul d=| “2 EE p având toate 
anı a ans aan 


elementele de deasupra diagonalei principale zero (determinant triunghiular). 


Solutie 
Facem dezvoltarea determinantului după prima linie şi obținem: 
a» 0 0 ... 0 
ax az 0 ... O 
d = a101 Sân: 
an2 a, an4 iba La 


Continuăm procedeul dezvoltării după prima linie şi după încă un pas 


aa 0 0 ... 0 
; a a 0 ... 0 
se obține d=a,a,:|*  “ 
ans an4 aas rS aan 


După n paşi se obține d =a apasa. aan: 
© OBSERVAȚIE 


e Un determinant triunghiular are valoarea egală cu produsul elementelor 
de pe diagonala principală. 


1.5. PROPRIETĂŢI ALE DETERMINANȚILOR 


Unele calcule din diferitele tehnici de găsire a valorii determinantului 
unei matrice pătratice pot fi eliminate dacă se au în vedere anumite 
proprietăți ale acestora. 
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[i] P1. Determinantul unei matrice A este egal cu determinantul matricei 


transpuse 'A: det(A)= det('A). 


Într-adevăr, dezvoltarea determinantului matricei A după linia i 
coincide cu dezvoltarea după coloana i a determinantului matricei transpuse. 


© OBSERVAȚIE 
e Din această proprietate se desprinde concluzia că orice proprietate dată 
pentru linii într-un determinant este adevărată şi pentru coloanele lui. 


m P2. Dacă într-o matrice pătratică se schimbă între ele două linii (sau 


coloane) se obţine o matrice care are determinantul egal cu opusul 
determinantului matricei iniţiale. 


IS Exemplu 
3 4 -1 1 0 2 
Fie A= 0 2 |şi B=|3 4 -1| matricea obţinută din A schimbând 
2 -2 1 2 -2 1 


liniile 1 şi 2 între ele. 
Se obţine det(A)=26 şi det(B)=-26 = -det(A). 


[i] P3. Dacă elementele unei linii (sau coloane) a matricei A se înmulţesc 


cu un număr k, se obţine o matrice B al cărei determinant este egal 
cu k-det(A). 


Într-adevăr, efectuând dezvoltarea determinantului matricei B după 
elementele liniei (coloanei) multiplicate cu numărul k, toţi termenii 
dezvoltării conţin factorul comun k şi se obţine k- det (A). 


IF Exemplu 
2 1 0 2 1 0 
Fie A=|2 3 -1|şi B=| 2 3 -1 | matricea ü REȚINEM! 
10 4 -3 0 -12 Dacă AcM, (C), keC> 


obținută din A înmulţind elementele liniei a treia cu => det(kA) =k" det(A). 
factorul (-3). 


Se obține det(A) =15 şi det(B) = -45 = -3 - det(A). 


m| P4. Dacă elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice pătratică 


sunt nule, atunci determinantul matricei este nul. 


Intr-adevăr, dezvoltând determinantul matricei după linia (coloana) 
care are toate elementele nule se obține valoarea determinantului egală cu zero. 
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US Exemplu 
1 -1 3 2 
i 0 0 0 | 
Dacă A = 6 7 1} atunci det(A) = 0:5,, + 0-83, + 0-5 +0- 8, =0. 
-8 3 J ï 


m P5. Dacă o matrice pătratică are două linii (coloane) identice, atunci 


determinantul ei este nul. 


Într-adevăr, fie A € M, (C) o matrice în care două linii sunt identice. 
Dacă schimbăm aceste linii între ele se obține o matrice B egală cu A. 
Aşadar det(A)= det(B). 

Aplicând proprietatea P2, rezultă că det(A)=-det(B) şi, ca urmare, 
avem det(A)=-det(A), deci det(A) =0. 


tF Exemplu 
-1 0 -1 
Matricea A=| 5 -2 5 | are coloanele 1 şi 3 identice. 
4 ~i 4 


Rezultă că det(A)=0. (Verificaţi prin calcul.) 


E CONSECINŢĂ 


Fie d=|a,| un determinant de ordinul n. Pentru orice i+j au loc 


n 


egalitățile: 
1. a10; + a;25;2 Fera Ò. — O; 


in~“ jn 


2. a,jð; + að +. ta.j0u = O. 


njÔni 
Demonstratie 

Pentru relația 1 considerăm determinantul d' obținut din d înlocuind 
linia j cu linia i. Rezultă că d'=0. Dezvoltând determinantul d' după linia j 
se obține egalitatea 1. 

Pentru egalitatea 2 se foloseşte proprietatea P1 şi egalitatea 1. W 


[i] P6. Dacă elementele a două linii (coloane) ale unei matrice pătratice 


sunt proporţionale, atunci determinantul ei este nul. 


Într-adevăr, aplicând proprietatea Ps, se obţine că determinantul 
matricei este produsul dintre factorul de proporţionalitate şi determinantul 
unei matrice cu două linii (coloane) identice. Conform proprietăţii Ps acest 
determinant este nul. 
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IS Exemplu 
3 -2 4 0 
A 5 2 1 
Fie matricea A = al cărei determinant se cere. 
6 —4 8 0 
4 -7 1 -1 


Se observă că liniile 1 şi 3 sunt proporționale, factorul de proporționalitate 
fiind k=2. Conform proprietății Pe det(A)=0. Aplicând această proprietate, 


rezultatul s-a obținut fără calcul. 


m| P7. Fie A= (ai) o matrice de ordinul n astfel încât elementele liniei i 


sunt de forma aj=b;+c;j={1l, 2... n}. Dacă B şi C sunt 
matricele obținute din A înlocuind elementele liniei i cu elementele 
b;, respectiv c;, atunci det(A) = det(B)+ det(C). 


ij? 


ij? 
Demonstratie 


Avem 
det(A) = Sa;ă, = Èb +c,)ă, = bib, +È cð, = det(B) + det (C). m 
ja j j 


t7 Exemplu 
b b b b 
Fie aes ai + ) Atunci B-f a c-| l 
c ĉi ce G e c 
Conform proprietății 7 are loc egalitatea det(A)=<det(B)+det(C), adică 


a+b a +b,| ja aij |b b; 


c c ec, 


© OBSERVAȚIE 
e Proprietatea 7 este specifică determinanțţilor: 
det(A) = det(B)+ det(C), dar A+B+C. 


[i] P8. Dacă o linie (o coloană) a unei matrice pătratice este o combinaţie 


liniară de celelalte linii (coloane), atunci determinantul ei este zero. 


Într-adevăr, dacă o linie (coloană) a matricei A este o combinaţie liniară 
de celelalte linii (coloane), atunci aplicând proprietatea 7, det(A) se scrie ca 


o sumă de determinanțţi care au două linii proporţionale, deci sunt nuli. 


US Exemplu 
1 2 -83 
Fie matricea A=|-l 5 —-10|. 
3 -1 4 
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Linia a doua este o combinaţie liniară de celelalte linii: 
a»; = aaj + Paz, je(1, 3} şi o=2,p=-1. 


Se obţine că det(A)=0, conform proprietăţii Ps. (Verificaţi prin calcul.) 


[i] P9. Dacă la elementele unei linii (coloane) a unei matrice pătratice A se 


adună elementele altei linii (coloane) înmulţite cu acelaşi număr, 
atunci matricea rezultată are acelaşi determinant ca matricea A. 


Pentru justificare se pot folosi proprietăţile 7 şi 6. 


© OBSERVAȚIE 

e Proprietatea 9 dă posibilitatea ca prin operaţii efectuate cu diferite linii 
sau coloane ale unei matrice sau ale unui determinant de ordin n, să se 
obţină pe o linie sau coloană (n -1) elemente nule care reduce calculul 


determinantului dat la unul de ordin inferior. 


& fii A / 


1 3 -3 6 
2 1 -1 2 
BE] 1. Să se calculeze: d = j 
4 -1 5 1 
0 3 1 -1 


Solutie 
Aplicând proprietatea P9, adunăm linia a doua înmulțită cu (-3) la 


prima linie şi se obţine: 


5 0 0 0 
S o 
2 1 -1 2 
d= =-5-5, =-5-1 5  1|=200. 
dh siig 
g a a 
0 3 1 -1 


k 2. Să se calculeze determinantul, scriind rezultatul sub formă de produs: 


1 1 1 1 
a b c d POE 

V, = a2 b è gl a, b, c, d e C, diferite între ele. 
a? bp? că de 


Solutie 

Pentru calcule mai restrânse vom folosi tehnica creării de zerouri pe o 
linie sau coloană şi alte proprietăți ale determinanților. Scădem din linia 4 
linia 3 înmulțită cu a, apoi din linia a treia pe a doua înmulțită cu a şi din 
linia a doua scădem linia întâi înmulțită cu a. Se obține succesiv: 
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1 1 1 1 1 1 1 1 
v- a b c d a b c d _ 
1 la? p? c? d: | |0 b?-ab c-ac d-ad] 


0 b'-ab” c-ac? d'-ad”| |0 b'-ab” c'-ac? d'-ad” 
1 1 1 1 
0 b-a c-a d-a 
0 b-ab œ-ac d’-adl 
0 bë’-ab?’? cœ -ac? d’-ad’ 
Se dezvoltă determinantul obținut după prima coloană şi apoi se dau 
factori comuni pe coloane. Rezultă: 


b-a c-a d-a 1 1 1 
V,=|b'-ab c“-ac d'-ad|=(b-a)(e-a)(d-a).|b c d 
b'-ab” c'-ac” d'-ad” bc g 


Cu ultimul determinant obţinut, notat V, se procedează ca mai sus 
sau, de exemplu, se poate scădea coloana întâi din celelalte şi se obţine: 


1 1 1 1 (0) O 1 O 0 
V,=|b c dļ=|b c-b d-bļ=(c-b)(d-b)|b 1 1 |= 
Be dl esia b? c+b d+b 


=(e-b)(d-b)(d-c). Aşadar, V, =(b-a)(c-a)(d-a)(e-b)(d-b)(d-c). 


© PRECIZARE 
e Determinanții V, şi V, se numesc determinanți Vandermonde de 
ordinul 4, respectiv 3. 


Theophile VANDERMONDE 


B 3. Să se calculeze determinantul: (1735-1796) matematician 
1 1 1 1.. 1 1 şi fizician elvețian 
În matematică a avut 
-1 2 0 0... 0 0 contribuții în studiul 
d,=|0 -1 2 0 ... O Ol determinanţilor, a funcțiilor 
simetrice şi a teoriei ecua- 
SD SAA GRESE eine psi atata, died țiilor algebrice. In fizică a 
0 0 0 0 ... -1 2 studiat dilatarea gazelor. D 7 
Solutie 
Se dezvoltă determinantul după coloana întâi şi se obține: 
2 0 0 .. 0 0 A ÎI APE N A | 
-1 2 0 ... 0 O| -1 2 0 .. 0 0 
d, =1:6, +(-1)8, = + 
0 0 0 -1 2 0 0 0 -1 2 
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Primul determinant este un determinant triunghiular şi are valoarea 
2", iar al doilea este de tipul celui iniţial dar de ordinul (n — 1). 


Aşadar, avem relația de recurenţă d, =2"1 +d, ,. Dând lui n valori şi 


însumând relațiile obţinute se găseşte d, =21 -Í n21. 


[i] P10. Dacă A, B e€ M, (0), atunci det(AB) = det(A).det(B). 


A Temă de proiect 
Verificarea proprietăţii P10 pentru cazul n e (2, 3) . Generalizare. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se calculeze determinanțţii de 1! 2! 3! c? ci c 
ordin 2: A e pla ce e 
e) 2! 3! A); : 
-6 -10 V3 v32 RA 
a) ; b) ; 3! 4! 5! C2 œ c 
2 4 NE) —/27 4 4 4 
0 1 2 
) l+i l-i Jt I-38 ja Aa a 
e ; ; 
2+3i 2-3i 1-3 Vas g) A A Ail 
; A? Al A? 
sinx  Cosx € -l| ; 
e) a S „s=1. 
-cosx sinx e e 


E4. Să se rezolve în R ecuațiile: 


E2. Să se rezolve în € ecuațiile: 1 1 x 
a)|l x 1|=0; 
2 2=: 1 d 
a) A =10; b) =5; x 1 1 
3 x 3 2* 
i x -l -1i 1 1 -x 
PE iti F23- b) a x = x 1; 
x-1l 1 
-1 -1i x x 1 1 
2 zi E 
d) FE x+3_ 6x t; x x+1 x+2 
5 2 x+1 1 x+1 x 
c) |x+3 x+4 x+5)= j E 
ð [ic |- 108,82. 2x 2x-1 x-3 


E5. Fie x,, X2, x3 soluțiile ecuației 
E3. Să se calculeze determinanții de 


ordin 3: Ze olarag 
3 2 1 3 2 1 ro E 0 
a)l4 4 3;  b)l5 -1 4; 1.22 cg 
1 1 2 8 1 5 Să se calculeze suma S = xÎ + x3 + xŻ. 
N AR, 3 -1 8 E6. Cu ce semn apar în determinantul 
c) l-1 js ojad o0 2 6l; de ordinul 4 termenii: a;3822834ā415 
4 1 83 Va Asăz4Agoăqr> a14a21å32a43 ? 
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E7. 


E8. 


E9. 


Al. 


A2. 


Cu ce semn apare în determinantul de 
ordin n produsul elementelor de pe: 
a) diagonala principală; 
b) diagonala secundară? 


Sunt termenii unui determinant pro- 
dusele: aj5ã23ã31ã42ā54> a13ã24831ā43s 


-1 0 

0 1 

c) i 
1 


E10. Să se rezolve ecuația: 


2 2 2 
1 2 2 
2 1 2 
2 2 1 
det (A) =2, 


aAzAssâqpâza ? x+1 1 4 2 
2 2 -1 IĮ x 5 

n OUr determinanții de 1 1 2 37 1 2 
ordin 4: 

1 1 1 1 2 0 2 0 -3 -3 0 2 

1 1 1 -1 o 2 0 2 

; b ? N = , 

a) | 1-11 ) h iiil E11. Dacă A € Ma (©) 

1 -1 | D =i i | det(4A)=128, să se determine n. 

APROFUNDARE 


Folosind proprietățile determinan- 
ților, să se scrie ca produs: 


la a’ a a+l1 a+2 
a)i b b?l; b) b b+1 b+2; 
1 e cœ c c+1 c+2 
a a2+1 a+1 a a 1 
cb b’+1 b+1;d)hb b? 1; 
c2+1 c+1 1 1 1 
x y Z 
e) x? y? zi; 
yZ ZX Xy 
a+b b+e c+a 
f) |a2+b? b2+c? c2+a?|. 
a5+b5 b5+c? c5+a5 


Să se calculeze determinanții trigo- 


nometrici: 

1 sin2x cosx 
a) |l sin2y cos2yl; 
1 sin2z cos?z 
cos2x cosx 1 


b) |cos2y cosy 1|; 


cos2z cosz 1 
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A3. 


A4. 


A5. 


cos2x sin?x sinx 


c) |cos2y sin2y sinyl; 


cos2z sin?z sinz 


1 cos2x ctg x 


d) |1 cos?y ctgyl. 


1 cosz ctg z 
Fie x}, X2,X; soluţiile ecuației 
2x53 +3x° +3x+1=0. 
xi x? x% 
Să se calculeze d=|x, X; X 
X3 Xi X2 


Fie x4, X2, X3, X4 soluțiile ecuațiilor 


xi -1=0. Să se calculeze: 


x X2 X3 
—2x x x 
1 2 3 
d = 
X; O—2X2 X; 
Xi X, —2x; 


Există numere aeZ 
ecuația: 
2-a 


1—x2 x? 


a-x x-l1l 


2-a-2x x+a x-2 


a= 


-2x,; 


astfel încât 


(x — 1) să 


aibă o rădăcină întreagă? 
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A6. 


A7. 


A8. 


A9. 


Se consideră determinantul 


e e 
f -a 2x -x° 
x)=|e e e ack. 
2 
e™ e™ e22 


a) Să se determine aeR pentru 
care ecuația f(x)=0 are soluții 


strict negative. 
b) Pentru ce valori ale lui a eR, 


ecuația f(x) =0 are soluții reale? 
(ASE, Buc., 1993) 


Să se rezolve ecuațiile: 


x 1 1 1 
1 x 1 1 
a) = 0; 
1 1 x 1 
1 1 1 x 
x-1 0 0 1 
b) 0 x-1 1 0 - 0; 
1 x-1 0 
0 1 0 x-1 
-x a b eœ 
a -x c 
c =0. 
) b c -x a 
c b a ~x 
Să se verifice egalitățile: 
l1-a-b c c 
a) a l1-b-c a = 
b b 1-c-a 
=(a+b+e-1); 
1+a, a a an 
b) ay l+a, a; an |_ 
a, a, a 1+a, 


=1+(a,+a+...+a,). 


Fie a, b, c, neZ. Să se arate că deter- 


a2+n ab ac 
minantul | ab  b2+n bce |este 
ac be  cî+n! 


divizibil cu n?. 
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A10. 


All. 


A12. 


A13. 


A14. 


A15. 


A16. 


A17. 


Fie A € Mh (R) cu toate elementele 
egale cu 1 sau —1. Să se arate că 4 
divide det(A). Generalizare. 


Fie A e M4 (©). Să se arate că 
det(A- *A)=0. 


Fie A e M4 (R) cu aj =a eR, O, 


i= 1,3 şi produsul elementelor pe 
orice linie sau coloană să fie 1. Să 
se arate că det(A) >0. 


Fie A, B e M, (R) astfel încât 

AB = BA. 

a) Să se arate că det(A? + B?) 20. 
b) Rămâne proprietatea a) adevă- 
rată dacă AB + BA? 

Fie A e M, (R). Să se arate că 
det(I, +A +A?) 20. 


Fie Ae.4(R). Să se arate că are loc ega- 
litatea A” -Tr(A)-A+ det(A).1, =0;. 
(Relaţia Hamilton-Cayley) 


Să se demonstreze prin inducție 


după n că: 
1 1 1 
a az an 
V, =| a? az a2 |= 
a! ap! a-l 
= H (® as). 
(Determinantul Vandermonde de 
ordin n) 
a 0 0 .. 0 b 
0 0 b 0 
Fie An = Să 
b 0 0 .. 0 a 


x 2 van . 
se arate că Am =(a -b:) „ VneN. 
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5 3 0 0 0... 0 b) d, =3"1-2"1, nen’. 
2 5 3 0 0 .. 0 
A18. Fie d,=]0 2 5 30... OJ A19.Fie matricea A = (a.;) astfel 
ME mul a „Mata datat cl a 1, dacă ij . 
0 0 0 0 .. 2 5 încât aj =. . 0. „Săse 
i+j,dacăi<j 
Să se arate că: 
a) d, = 5d; -6dp2, n23. calculeze det(A). 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 


O1. Fie a-i a şi e-f; A iar a = det(A +B)+det(AB). 
2 2 -1 
Atunci: 
a) a = -—90; b) a =-120; c) a> 0; d) a=0. 
O2. Fie A eM (©) şi Be (C) cu det(A)=2 = det(B). 
Dacă a = det (5A) şi B = det (5B), atunci: 
a) (a, B) = (10, 10); b) (a, B)=(50, 150); c) (a, B) = (50, 250); d) (a, B) = (5, 25). 


x x- 
2 x 


x2-1 1 
x 4 


O 3. Fie ecuaţia =5. cu soluţiile x, X2, X4 < X2. 


Dacă o =7x2-—2x2, atunci: 
a) a = 28; b) «= -—70; c) a= -98; d) a = 70. 


-1 4 2|, 
O 4. Fie ecuația |0 -3 -1|= oale dl 
5 1 2 2 6 


Atunci modulul diferenței soluțiilor ei este: a) 2; b) 3; c) 1; d) 4. 


Testul 2 
O 1. Să se calculeze determinantții: 
3 2 1 1 a+b a? 4 111 
a) l9 4 1; b)i bte o | i ; i 
1 11 2 
1 c+a c 1114 
9x px+l 2 1 1 1 
O 2. Să se rezolve ecuaţiile: a) = 30; b) |lgx lg2x 1|=0. 
pănă 248 


lg?x lg?°2x 1 
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1 1 1 


O3. Să se arate că ecuația |l a a5|=0 are cel puţin o soluţie complexă cu 
1 x2 x6 


partea reală nulă pentru a e R\ 1). 


X X x 1 
a 3 A 1 2 —1 1 

O 4. Se consideră funcția f : R — R, f(x) e a ali 
4 1 0 0 


a) Să se rezolve ecuația f (x)= 0. 
b) Să se discute numărul soluțiilor reale ale ecuației f(x) = 8m (> — 1), 


mek. 


APLICAȚII ALE DETERMINANȚILOR 
ÎN GEOMETRIA PLANĂ 


21. ECUAŢIA DREPTEI DETERMINATE DE DOUĂ PUNCTE DISTINCTE 
COLINIARITA TEA A TREI PUNCTE 


Fie A(x,,y,), B(x,, Ya) două puncte distincte în planul raportat la re- 
x y 1I 
perul cartezian xOy şi E(x, y)=/x%, y, 1 =x(y,-y:)+y(3:-x,)+ xx 
x, ya 1 
Se observă că ecuaţia E(x, y)=0 reprezintă ecuaţia unei drepte. De 
asemenea, E(x,, y,)=0 şi E(x,, y,)=0, deoarece determinanţii obținuți au 


două linii egale. 
Rezultă că punctele A(x,, y,), B(x,,y.) aparţin dreptei de ecuaţie 


E(x, y) =0. 
Aşadar, ecuația dreptei determinate de punctele A(x,, y,) şi 


B(x,, y2) se scrie sub formă de determinant astfel: 


Aa 
za ya =O (1) 
X A l 
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Dacă M(x, y) este un punct oarecare al dreptei AB, atunci relația (1) ex- 
primă şi faptul că punctele M(x, y), A(x,, y,), B(x,, y2) sunt puncte coliniare. 
În concluzie, trei puncte A(x,, y,), B(x, Y2), C(x, Y3) sunt puncte 


coliniare dacă şi numai dacă are loc egalitatea: 


pe ial 
As poe ya all 0 (2) 
Xoya] 


Problemă rezolvată 
E Se consideră punctele A(-2, 3), B(1, -4) şi C(2m -1, 10). 


a) Să se scrie ecuația dreptei AB. 
b) Să se determine m e R astfel încât punctele A, B, C să fie coliniare. 


Solutie 
a) Aplicând formula (1), ecua- | 4 Temă 
ţia dreptei AB sub formă de deter- 1. Să se scrie ecuațiile laturilor triun- 
minanteste: ghiului ABC, dacă A(-1, 2), B(-3, 4), 
x y 1 C(4, -4). 

2. Studiați coliniaritatea punctelor: 
a) A(1, 0), B(-3, 4), C(5,-4); 
b) M(2,1), N(0, m+3), P(-1,7), 


-2 3  11=0, care este echi- 
1 —4 1 


valentă cu ecuația 7x +3y+5=0. 


b) Condiția de coliniaritate a punctelor A, B, C conduce la relația: 


2m-1 10 1 
—2 3  1|=0, echivalentă cu 14m +28 =0, care conduce la m =—2. 
1 —4 1 


Aşadar, pentru m =-2 punctele A, B, C sunt coliniare, iar pentru 
m elRN {-2}, punctele sunt necoliniare. 


2.2. DISTANTA DE LA UN PUNCT LA 0 DREAPTĂ 

Fie d o dreaptă de ecuație generală 
ax +by+c=0, cu vectorul normal n(a, b), iar 
M, (xo Yo) un punct din plan. Notăm cu 
M, (xı, y,) proiecția punctului M, pe dreapta 


d. Rezultă că vectorii n şi MM, sunt vectori 


coliniari şi, ca urmare, are loc egalitatea 
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n:M,M, = h| MM, -cos0°, din care se obține că: 


_n- MM, a(x, -x,)+b(y. -y )| (3) 
| va” +b’ 

Din condiţia că M, (x, y,)ed se obţine ax, +by, +c=0. 

Înlocuind în relația (3) se obţine: 

_ [axa + byo + c| 
a+b’ 

ței de la punctul M, (xo; Yo) la dreapta de ecuație ax+by+c=0. 


d(M,, M,)=M,M, 


n 


d(M,, M,) (4), relație care reprezintă formula distan- 


23. ARIA UNEI SUPRAFETE TRIUNGHIULARE 


Se consideră reperul cartezian xOy şi punctele necoliniare A(x, yi) 


B(x; Y2) Ola Y3). 
In cele ce urmează se va da o nouă exprimare ariei unei suprafețe 


triunghiulare folosind determinanți. 
Pentru aceasta se porneşte de la formula binecunoscută a ariei: 


; 1 
Aaso] = = PN . d(A, BC). (5) 
Avem că BC= Je: -x,) +(Y2-Yy,), iar ecuația dreptei BC este 
x y 1 
X, Yy, 1|=0, echivalentă cu (y, — y;)x — (x, — x, )y +X,y; — Xy, =0. 
X, ya 1 
Conform formulei (4) se obține: 
a(A, BC) = (x, -y;)xı -(x, —%3)Y, + XY; -x;y £ IA] 


Va x) + (729) V-a) | 


Cu aceste explicitări, formula (5) a ariei suprafeţei triunghiulare devine: 


; 1 2 2 |A| 1 
PA Lii 
[ABC] 2 3 2 3 
2 (ca =) + (2292) A 
Aşadar, aria suprafeței triunghiulare [ABC], unde A(x, yı), 
i X, y, 1 
B(x,, Ya) C(x; Y3), este: Atase) = 3 Al; unde A = [x Ya 1. (6) 
X; Yo 1 
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© OBSERVAȚIE 
e Condiţia de coliniaritate a trei puncte se poate regăsi scriind că aria 
suprafeţei triunghiulare corespunzătoare este zero, deci că A=0. 


tn 


Se consideră punctele A(1, 1), B(2, 3), C(3, —1). Să se determine: 


a) lungimea înălțimii triunghiului duse din A; 
b) aria suprafeţei triunghiulare [ABC]; 


c) aria suprafeței patrulatere [ABDC], unde D(5, 4). 


Solutie A Temă 
a) Ecuația dreptei BC este: Se den rr le 
x y 1l A(-2, -1), B(3, 4), C(0, -6). 
2 3 1|l=04x+y-11=0. Rezultă a) Calculați lungimile înălți- 
3 1 1 milor triunghiului ABC. 
ieie b) Calculați “4 Ac) fosc] 
a: d(A BC) =! CELAS |_ 6x17 2 Sunt coliniare punctele 
V4 +1’ 17 
1 1 1 i 
b) - fasc = = -JA „unde A=|2 3 1|=-6. Aşadar, Aaso] can = 
3 -1 1 
i 2 3 1 
c) Avem: 4 =A atA an Dar kaS, unde A=13 -1 1|=13, 
) (BC) faso feco feon 2 | 
5 4 1 
Ă 1 A 1 1 
deci Mecon] = 5, Se obține, Aapo =3 + Z- = 
EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
= EXERSARE = 
E1. Fie punctele A(-3,-2), B(5,-1), E2. Se dau punctele A(3, 4), B(3, -2), 
C(-1, -3). C(2a +1, 1) şi D(-3, 1). 
a) Să se scrie ecuaţiile dreptelor a) Pentru ce valori ale lui acR 
AB, AC, BC. i a a a , punctele A, B, C sunt coliniare? 
b) Ce lungimi au înălțimile triun- b) Calculaţi aria suprafeţei [ABD]. 


hiului ABC? 
Se ; X c) Punctul M(m? —2, 4m -1), mez, 
c) Să se calculeze “4 ABC] prin două 
este situat la distanţa J5 față de 
dreapta AD. Să se determine 


coordonatele punctului M şi “4 MAD]: 


procedee. 
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E3. 


E4. 


E5. 


E6. 


E7. 


Să se determine m,neR dacă 
punctele A, B, C sunt coliniare: 
a) A(m-1, 3), B (2m, -m), 
C(2m -3, 1+m); 
b) A(m+n,1+m), B(2m-n, 1), 
C(m, n+1). 
Se dau punctele A (8, 0), B(3, 6), 
C(0, 3) şi OxnBC=(D), AB^nOy = 
= (E). 
a) Să se scrie ecuaţiile dreptelor 
BC şi AB. 
b) Să se calculeze aria suprafeţei 
[ABC]. 


c) Sunt coliniare mijloacele seg- 
mentelor [OB], [AC], [DE]? 


Să se determine punctele de pe dreap- 
ta 3x+2y -12 =0 situate la distanța 


3 de dreapta 12x -5y +30 =0. 


Se consideră dreptele: 
d; : 2x+y-3=0 şi d;: 
Să se determine: 

a) Aed;, astfel încât 


d(A, d1) = 2v5; 
b) Bed,, astfel încât 
d(B, d3) = 5v2. 
Fie patrulaterul ABCD, A(1, 2), 
B(8, 2), C(6, 4), D(3, 4). 
a) Să se scrie ecuațiile laturilor şi 


diagonalelor patrulaterului. 
b) Să se calculeze -4apcp]: 


x-y+5=0. 


c) Dacă ADoBC=(E), BDoAC=|F) 


iar M, N sunt mijloacele laturilor 
[AB], [DC], să se arate că punctele 
E, F, M, N sunt coliniare. 
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E8. 


E9. 


E10. 


Ell. 


E12. 


E13. 


Se dau punctele A (3, 2) şi B(2, 4). 


Să se determine punctele M de pe 
dreapta x-y=3 pentru care 


soam] < sosm] 
Se dau punctele A (0, 1), B(4, -2), 


c(4, -1), D(5, 3). Să se determine 


punctele M de pe dreapta de 
ecuație 3y-x-5=0 pentru care 


“A MAB] T mco] 

Se dau punctele A (3, 2), B(6, 4) 
şi C(-2, 2). Să se determine locul 
geometric al punctelor M pentru 
care sman] = “4MBc]: 

Să se scrie ecuaţia unei drepte 
care trece prin punctul A(-2, 0) şi 


formează cu dreptele de ecuații 
3x-2y-7=0 şi 2x+3y+4=0 un 
triunghi cu aria 13. 


Se consideră patrulaterul ABCD de 
vârfuri A (6, 4), B(3, 5), C(-2, -3), 
D(1, — 3). Să se determine: 

a) aria patrulaterului ABCD; 

b) aria patrulaterului format de cen- 


trele de greutate ale triunghiurilor 
ABC, BCD, CDA, DAB. 


Fie A(a,b+1), B(a+1, Þ?), C(1 1), 
a,beZ şi 

M= (M(a, b)| A, B, C sunt coliniare). 

a) Câte elemente are mulțimea M? 

b) Să se determine aria poligonului 
format de punctele din mulțimea M. 


c) Studiați natura poligonului 
format de punctele mulțimii M. 
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CAPITOLUL IV. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


GÜ) MATRICE INVERSABILE DIN (€) 


Una din proprietățile operației de înmulțire pe mulțimea M, (€) a 
scos în evidență că există o matrice I, numită matricea unitate de 
ordinul n cu proprietatea că I, :A=A-T, =A, Y AeM (©). 

În acest context se pune problema dacă matricea I „ se poate scrie ca 


produsul a două matrice de ordin n. 
Răspunsul este dat introducând noțiunea de inversă a unei matrice. 


+ DEFINIŢII 
e Fie A o matrice de ordinul n. 
Matricea A se numeşte matrice inversabilă în ./, (C) dacă există o 


matrice Be, (€) astfel încât A-B=B.-A=I,. 


e Matricea B se numeşte inversa matricei A şi se notează B=A”. 
Rezultă că A- A7 = A7- A=I,, relaţie din care se obţine că [aa =A 


3 S f 1 0\. 1 1 j 
B Să se cerceteze dacă matricele A = i şi B= iai sunt inversa- 
bile în .4(R). 
Solutie 


b 1 0 b 
e Presupunem că există aif? a astfel încât p J: J- 
c 


1 
fa b\/1 0 f1 (0) 
{e aji 1) l0 1f 
b 1 0 
Din aceste egalități de matrice rezultă că 5 = = 
a+c b+d 0 1 


Pa b 


1 0 
i se găseşte A! = . Aşadar A este inversabilă în M, (R). 
ai i ŞI se găseş i N şadar A este inversabilă în AN ) 


60 


E Elemente de calcul matriceal și sisteme de ecuaţii liniare e IV. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


X 1 1 
e Presupunem că există matricea B“ -[ 4 astfel încât G i) 
u v 


1 0 + + 1 0 
J l . Se obţine egalitatea bilă Aa ei ceea ce este 
u v O 1 x+u y+v O 1 


imposibil. Aşadar B nu este matrice inversabilă în M, (R). 


m TEOREMA 1 
Inversa unei matrice pătratice, dacă există, este unică. 


Demonstratie 
Fie AeM (©) şi B, B'e M (©) astfel încât AB=BA=I, şi AB'=B'A= 


=I. (1) 

Folosind proprietatea de asociativitate a înmulțirii matricelor şi 
relația (1), se obține: 

B=B.-I, =B.-(AB')=(BA)-B'=1, -B'=B', deci B=B'. 

Aşadar, inversa unei matrice, dacă există, este unică. W 


În continuare se pune problema identificării matricelor inversabile şi 
găsirii unui procedeu de determinare a inversei unei matrice inversabile, 
altul decât acela pornind de la definiţie. 

Fie A e MM, (©) o matrice de ordinul n. 


« DEFINIŢII 
e Matricea A se numeşte matrice singulară dacă determinantul ei este nul. 
e Matricea A se numeşte matrice nesingulară dacă determinantul ei 
este nenul. 
Un exemplu uzual de matrice singulară este matricea nulă O,, iar de 


matrice nesingulară este matricea unitate I,. 


m TEOREMA 2 
Matricea A e M, (©) este matrice inversabilă în -/, (€) dacă şi numai 


dacă det(A)z0 (A este matrice nesingulară). 


Demonstraţie 
„>“ Să presupunem că matricea A este inversabilă în M, (€). 


Atunci există A" eM, (€) astfel încât A-A7=A"-A=I,. Trecând la 


determinanţi în această relație şi aplicând proprietatea 10 a determinaţilor 
se obţine că: det(A). det(A”) = det(1,) =1. Rezultă că det(A)z0. 
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„=“ Arătăm că dacă A este matrice nesingulară, atunci este matrice 
inversabilă în M, (©). 


Pentru aceasta vom construi efectiv matricea A. 


Fie A=(a,) . 
nxn 
° Etapa I. Se scrie transpusa matricei A, adică: 
E EE S 
tA -= a a ăia an2 
än ae es fa 


° Etapa II. Se formează o matrice A' numită matricea reciprocă 
(sau adjunctă) a matricei A care se obține din “A înlocuind fiecare element 
al acesteia cu complementul algebric corespunzător: 


õa Sa «se Oa 
wa Õi Va, ete Gu 
Sun on Õnn 
- Etapa III. Se formează matricea A” = Do şi se arată că 
det(A) 
este inversa matricei A. Într-adevăr, 
e PR SER a 
det(A) det(A) 
a&i a PES ain 04 Sau Si 
i 1 , az, ax Kes aon A 5 22 ERa n2 
det(A) n Ki 
anı an2 aii aan 5, d Sase Oi, 


Efectuând înmulţirile celor două matrice A şi A* şi folosind dezvol- 


tarea unui determinant după elementele unei linii (coloane), precum şi faptul 
că „suma produselor dintre elementele unei linii (coloane) şi complemențţii 
algebrici ai elementelor corespunzătoare de pe altă linie (coloană) este egală 
cu zero“ (Consecința la proprietatea P5. a determinanţilor), se obţine: 


det (A) 0 SIR 0 
OEE E E det(A) ... 0 Ti: 
det(A) yit n 
0 0 det(A) 
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Analog se obține că A'A=I,. 

Aşadar, dacă det(A)z0, atunci matricea A este inversabilă în M, (©) 
şi inversa ei verifică egalitatea: 
1 


E) IRI i ca Ia e * 
a 7700 E 


9 OBSERVAȚII ȘI PRECIZĂRI 

1. Dacă matricea A este nesingulară, atunci A” este nesingulară. 

2. Dacă matricea A este nesingulară, atunci A este nesingulară. 
Într-adevăr, din relaţia AA” =d.1,, rezultă că det(AA')= d”, de unde se 


obţine că det(A')=d"" 20. 


n? 


3. Matricea Ae, (Z) este inversabilă în ./,(Z) dacă şi numai dacă 
det(A) e (-1, 1). 
4. Dacă A, Be M, (C) sunt inversabile, atunci A-B este inversabilă şi 


(AB) =B-.A-, 


E fii A / 


-1 2 1 
E] 1. Să se determine inversa matricei A=| 3 0 1 |în M4 (©). 
-1 1 -2 
Solutie 
Cercetăm dacă A este matrice inversabilă în |4 Temă 
-1 2 1 Calculați A” dacă: 
AM (©). det(A)=|3 0 1|=3—-2+12+1=1470. 
-1 1 -2 
Rezultă că există A”. 
Determinăm: 
-1 3 -1 -1 5 2 
'A=|2 0 1|şiA'=|5 3 4 
1 1 -2 3 -1 -6 
Se obține: 
-1 5 2 
p 1 „1 
i A aa ae +A e M (©). 
mo Foai, 6 
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m 2 m+2 
E)  2.Sedă matricea Ae.4(0), A=|-1 m+3 1 |, mec. 
3 —4 1 


Să se determine m e € astfel încât A să fie inversabilă în M4 (€). 


Solutie - 
Conf teoremei 2, A este inversabilă în Aaa 
onmiorm , Aflaţi me C astfel încât 
44,(€) dacă şi numai dacă det(A)z0. Avem SAPE ASIA 
2 A = | să fie 
det (A)=-2(m+1) ; G npa 


inversabilă în M (€). > 


Aşadar, A este inversabilă dacă şi numai 
dacă m+170, adică m e €\ {-1}. 


ECUAȚII MATRICEALE 


Se numeşte ecuație matriceală, o ecuație în care necunoscuta este o 
matrice. 
Să considerăm următoarea ecuație matriceală: 


E l Dae E i (1), unde Xe.//4,(€) este necunoscuta ecuaţiei. 


Vom căuta să determinăm matricea X folosind inversa unei matrice 


1 -1 
AX = B, (2). În acest moment de observă că dacă matricea A este inversa- 
bilă, înmulţind ecuaţia (2) la stânga cu A” se obține X = AB şi problema 
este clarificată. 


pătratice. Notăm A = pi | B= E şi ecuația matriceală (1) devine 


RE A A 
det(A) 3 -2 -1 


f 1/1 -—1)\(/-4 1 1/-3 0 1 0 
iar X = —— . = = f 
3-2 -1J (-1 1 39 -3 -3 1 
Ca urmare, se poate spune că există anumite tipuri de ecuații 
matriceale care pot fi rezolvate folosind „inversabilitatea matricelor“. 
E TEOREMĂ 
Fie A € M, (€) şi C e M, (0) matrice inversabile. 


Atunci ecuațiile matriceale: 


Într-adevăr, de(A)=-3+0. Aşadar există A” = 


a) AX =B, BEM, „a (©) (1) 
b) XA =B, B € M, a (©) (2) >au soluții unice. 
c) AXC =B, B € M, n (©) (3) 


n 
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Demonstraţie 

a) Se înmulțeşte ecuaţia (1) la stânga cu matricea A” e M, (©) şi 
aplicând asociativitatea înmulţirii se obţine succesiv: 

A7 -(AX)=A'Bo(A'A).X=A'BoX=A'Be.4,(0). 

Aşadar, ecuaţia (1) are soluţie unică în ⁄, „ (€), X = ATB. 

b) Înmulţind ecuaţia (2) la dreapta cu A'e.// (€) şi aplicând 
asociativitatea înmulţiri, se obţine succesiv: 

(XA). A" =BA" o X(AA"')=BA' o X =BA” e.4,,(0), 
deci ecuaţia (2) are soluţie unică în M, (0), X=BA”. 

c) Combinând tehnica de la puntele a) şi b) se obţine: 

AXC =B & A7 (AXC)C" = ABC” o(A'A)X(CC)= ABC! e X= 
= A "BC. 

Aşadar, ecuația (3) are soluţie unică în ./4/„(0), X = ABC”. 


Problemă rezolvată 
1 — 1 1 0 0 1 00 


k Să se rezolve ecuația matriceală | 0 -1 1|X| 3 1 0ļ=|-1 20|. 
—2 1 0 -1 2 -1 2 30 
Solutie 
Se observă că ecuaţia este de forma A- X-B=C. 
Dacă matricele A şi B sunt inversabile atunci ecuația matriceală are 
soluția unică X = A~” -C .B™ (cazul c) din teoremă). 


1 -1 1 -1 10) (1 -1 
Avem:A=| 0 -1 1|, det(A)=-1, A% =-|-2 2 -1|=|2 -2 şi 
-2 1 0 -2 1 -1} |2 -1 1 
1 0 0 -1 0 0) (1 0 0 
B=|3 1 0J, det(B)=-1,B'=-[3 -1 0|=]|-3 1 0). 
-1 2 -1 7 -2 1) (-7 2 -1 


Soluția ecuației matriceale este: 
1 -1 0\/1 00 1 0 0 8 -2 0 
X=A".C.B1=|2 -2 1|J|-1 2 0|-|-3 1 0|=|]9 -1 0). 
2 -1 1 2 3 0J\-7 2 -1 2 1 0 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


E2. 


E3. 


Al. 


A2. 


EXERSARE 
Să se determine care matrice sunt E4. Să se rezolve ecuațiile matriceale: 
inversabile: 1 2 2 1 
-1 1 1 2 a) X. = ; 
a | ) » | ) 3 5] ls 1 
0 1 4 8 21 
1 2 3 1 1 1 b) x, F 3 1j; 
c)|2 3 4]; D|1 10 3 5) Joa 
345 2 1 1 2 3 11l 
c) -X= . 
3 sera a E 3 4 1 0 
Să se determine inversele matricelor: 
1 3 2 3 pie di „x[i 3 `) 
Jt af oo aa ul Peaid 
0 0 1 3 2 4 1 1 0 
e) D E = : 
111 23 4 4 3 5 1 0 1 
d)|1 2 2|;e)|0 1 1j; a eaaa Ea 
1 2 3 22 S 4 3 0 1) \0 1 
3 -2 0 -1 0001 
oa aT d KOED E5. Să se rezolve ecuațiile matriceale: 
f) ;g) 1 11 100 
1 -2 -3 -2 0100 alo 1 1-X=-1 1 0|; 
0 1 2 1 1000 001 111 
Să se determine valorile parame- 301 2 0 1 
trului meR pentru care matrice- b) X-:|1 0 1 -( } 
le sunt inversabile: 2 12 1 2 1 
a) fs i, b) G A 3 4 2 1 
7 ca c)|-2 3 —|-X=]o 
1 1 m 1I m 1 1 1 2 2 
c)|-2 1 1|;d)lm 1 1 
0m 1 1 1 m 
APROFUNDARE 
2 x 3 X; X, -2 
Fie matricea A=|1 2 m|. A=|-2 Xx, X% |. 
x -1 x 1 0 1 
Să se determine m € Ñ, dacă: Să se arate că A li inversabilă 
a) A este inversabilă, V x € R; penituorice<m EA; T 
b) A™ = A” şi 7x = 3m. A3. Fie A, B € M4 (R), a-f i} 


Fie ecuația x’ +(m+5)x+m+2 =0 


cu soluțiile x,, x, şi matricea 


s-( a) şi C= ABA”. 
b a 


Să se calculeze C”, n21. 
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A4. 


A5. 


A6. 


A7. 


Fie A € Mọ (Z) astfel încât I, +A sunt inversabile şi să se cal- 
A2-A = | 


6 0 culeze inversele acestora. (Univ., 
10 al Bucureşti, 1990) 


Să se arate că A este inversabilă şi A8. Fie matricele A, Be.4(€) cu A? = 


să se determine inversa acesteia. =A? şi A+B=ĪI_. Să se arate că 
= =1,. 


SABE ir să pa matriceale: matricea I, + AB este inversabilă. 
a) A+B= ; A-B = 
1 1/1 A9. Fie A, Be (©), astfel încât AB = 
_[2 1]. =A+B. Să se arate că matricele 
0 1f I-A, I -B sunt inversabile şi 
2 0 3 1 că AB = BA. 
0 2 2 0 A10. Fie matricele A, B € M, (©). Să se 
x(; a) +Y = k | arate că: 
2 0 1 0 a) dacă I,+AB este inversabilă, 
Fie A € M, (©) inversabilă astfel în- atunci 1, + BA este inversabilă; 
cât A+A-1=21,. Să se determine b) dacă I, +(AB) este inversabilă, 
A"+A”, nen’. atunci I, + (BA)? este inversabilă. 


Fie Ae M (©), astfel încât A5=0,. A11. Fie A € M, (©) matrice inversabilă. 


Să se arate că matricele I, -A şi Să se afle A”! folosind relația Hamil- 
ton-Cayley. 


TEST DE EVALUARE 


. Să se determine inversele matricelor: 
2 0 5 1 1 1 
a) A=|-1 1 -3|; b) A=|1 se è|, unde ẹ +s+1=0. 
071 1e 
2 x+1 3 
„Să se determine meR pentru care matricea A=|x+1 -1 x+1| este 
1 2 m 


inversabilă pentru orice x eR. 


„Se dă ecuaţia y? -(a — 1)y + (2a -5)y -a+3=0, aec€ cu soluţiile y4, Y2, Y3. Să 
Yi Ya Ys 
se determine a astfel încât matricea A =| y, y, yı | să fie inversabilă. 
Y3 Yi Ya 


în două moduri. 


67 


E Elemente de calcul matriceal și sisteme de ecuații liniare e IV. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 
CU CEL MULT PATRU NECUNOSCUTE 


3.1. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE. NOȚIUNI GENERALE 


Să considerăm următoarea problemă-suport: 

Într-un bazin apa curge prin trei robinete identice. Dacă primul 
robinet se deschide timp de 6 ore, al doilea 4 ore şi al treilea 3 ore, în bazin 
se adună 390 dal de apă. Dacă primul robinet se deschide 5 ore, al doilea 
2 ore şi al treilea 3 ore, atunci în bazin vor fi 305 dal de apă. Dacă primul 
robinet este deschis 3 ore, al doilea 7 ore, iar al treilea 3 ore, atunci în bazin 
vor fi 405 dal de apă. Câţi decalitri de apă curg într-o oră prin fiecare robinet? 


Vom organiza datele problemei în următorul tabel de tip matriceal: 


Robinetul I Robinetul II Robinetul III | Cantitatea de apă 
(nr. ore) (nr. ore) (nr. ore) (dal) 
6 4 3 390 
5 2 3 305 
3 7 3 405 


Pentru a răspunde la întrebarea problemei, vom nota cu x, y, z debitul 
robinetelor I, II, respectiv III. 

Datele referitoare la numărul de ore de funcționare a celor trei robi- 
nete le consemnăm într-o matrice de ordinul 3, notată A, cele referitoare la 
cantitatea totală de apă le consemnăm într-o matrice-coloană B, iar datele 
care indică necunoscutele problemei le scriem într-o matrice-coloană X. 
Astfel, se obțin matricele: 


6 4 3 390 x 
A=|5 2 3|, B=|305|, X=|y|. 
373 405 Z 


Corelarea celor trei categorii de date consemnate în matricele A, B şi 
X o vom face exprimând cantitatea totală de apă ca fiind suma cantităților 
de apă furnizate de fiecare robinet în timpul funcționării. 

In felul acesta se obţine următorul model matematic al problemei: 


6x + 4y + 3z = 390 
5x + 2y + 3z = 305. 
3x + 7y +3z = 405 


Acest model este un sistem de trei ecuații cu trei necunoscute x, Z, y, cu 
exponentul 1, numit sistem de trei ecuații liniare cu trei necunoscute. 
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Determinarea valorilor necunoscutelor x, z, y se va face pe baza unor 
considerente legate de matrice şi de determinanti. 
Forma generală a unui sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute este: 


aX; +&X; +... +a nX, = D 


aX; rază, +... + aX, = b, 


2n“n 


(1) 


aX; +a pX tota, =b 


m 


Numerele a; e C, i=1,m, j=1,n se numesc coeficienții necunos- 
cutelor, iar x,,X,,...,X, sunt necunoscutele sistemului. Numerele 


n 
b,, bs, -., bp E C se numesc termenii liberi. 
Dacă toți termenii liberi sunt nuli, atunci sistemul de ecuaţii liniare 
se numeşte sistem liniar omogen. 
Sistemul de ecuaţii (1) poate fi scris mai condensat sub forma: 


n 
Sia 0 si ra 
E 


Sistemului (1) de m ecuații liniare cu n necunoscute i se asociază 
următoarele matrice: 


au aio Gea ain X; b, 
an a a b 
A Z 21 22 2n ; X Z 2 ; B = 2 ; 
Ana a n2 a nn Xa ba 
matricea coeficienţilor matricea matricea 


sau matricea sistemului | | necunoscutelor termenilor liberi 


aj ajg o A Di 
A A a1 a aon b, 
amı a m2 a mn ban 


(matricea extinsă) 


Cu ajutorul acestor matrice, sistemul (1) are următoarea scriere matri- 
ceală: A -X =B numită forma matriceală a sistemului de ecuații liniare. 

Un sistem de numere (a,, Qs, a) se numeşte soluție a siste- 
mului de ecuații (1) dacă înlocuind necunoscutele x,, x,,..., Xp, respectiv 
cu aceste numere, toate ecuațiile sistemului sunt verificate, ceea ce se scrie 
sub forma: 


n 
Žaja =b, 1<i<m. 
j=1 
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Din punct de vedere al existenţei soluţiei şi al numărului de soluţii, 
un sistem de ecuaţii liniare poate fi în una din situaţiile: 
1. Sistem incompatibil. In această situaţie sistemul nu are nici o soluţie. 


t7 Exemplu 
m % ET 2X; = Xə = 5 
Fie sistemul de ecuații liniare A 
X-X, =1 
Dacă ar exista perechea (o, 02) care să verifice cele două ecuaţii, atunci ar 


trebui ca 5 = 1, ceea ce este fals. Aşadar, sistemul este incompatibil. 


2. Sistem compatibil. În această situaţie sistemul are cel puţin o soluţie. 
a) Un sistem compatibil cu o singură soluţie se numeşte sistem com- 
patibil determinat. 


IF Exemplu 


x, +2x, =5 


Sistemul de ecuaţii | are soluția unică x, =1, x, = 2. 


X+X2=3 
b) Un sistem compatibil cu mai multe soluţii se numeşte sistem com- 
patibil nedeterminat. 


IE Exemplu 


2x, +X, =3 ; EE . 
ii este sistem compatibil nedeterminat 


Sistemul de ecuaţii 
4x, +2x, =6 


deoarece are o infinitate de soluții de forma (a, 3-20), a € R. 


© OBSERVAȚIE 
e Orice sistem liniar omogen este compatibil. Se observă că o soluție a 
acestuia este (0, 0,..., 0) numită soluția banală. 

Problema esenţială care se pune în legătură cu un sistem de ecuaţii liniare 
este dacă acesta este compatibil sau incompatibil, iar în caz de compatibilitate 
care este numărul soluţiilor şi cum se determină mulțimea acestora. 
© PRECIZARE 
e In acest capitol se vor studia sisteme de ecuaţii liniare cu cel mult 
4 necunoscute. 


3.2. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE DE TIP CRAMER 


Fie (S) un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute, n <4. 
aX; +&,X; +.. + aX, = b; 


aX; tak +... +83, X, = b, 


anan (S) 


aX; +a X; +.. +a, =b 
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au a ain 
Si n Do A aa a 
Făcând notațiile A=| 7” 7” 2 | X= 
an ap RR am 


(S) se scrie sub forma matriceală AX = B. 


< DEFINIȚIE 
e Un sistem de n ecuații liniare cu n necunoscute 
cu proprietatea că matricea sistemului are de- 
terminantul nenul se numeşte sistem de tip 

Cramer. 


Dacă sistemul (S) este sistem de tip Cramer 
(d=det(A)z0), atunci matricea A a sistemului 


este matrice inversabilă în .// (C€) şi matricea X a 


necunoscutelor este X=A".B. Pornind de la 
această exprimare a matricei X a necunoscutelor, 
vom deduce o regulă de determinare element cu 


element a soluţiei [xi > A INRIRII d ) a sistemului. 


n 


E TEOREMĂ (Regula lui Cramer) 


X; b, 

X; b, i 

“|, B=| / |, sistemul 
Xa b, 


Gabriel CRAMER 
(1704-1752) matematician 
şi fizician elvețian 

În 1750 a introdus rezol- 
varea sistemelor liniare cu 
ajutorul determinanţilor. 
Are contribuţii în cadrul 
teoriei curbelor algebrice, 


Un sistem de tip Cramer este compatibil determinat, iar soluţia lui 


este dată de formulele: 


unde d = det(A) şi d, este determinantul obţinut din determinantul 


d al matricei A a sistemului înlocuind coloana k (coloana coeficienţilor 
necunoscutei x, ) cu coloana formată din termenii liberi, 


k e «1, De n). 


Demonstrație 


Fie (S) sistemul de tip Cramer determinat mai sus, cu scrierea matri- 
ceală AX=B. Deoarece A este matrice inversabilă avem relația X=A”'B. 


Cu notațiile adoptate pentru matricele X, A şi B avem: 
X õa a o ua) 0 e bô + b,a +... +b, ô 
Xa | 1 [62 Sa o Ön l, b, | 1. bô + bð +... +b Ông 
i sa ia ; A | E ataca cata al 
Xa Sin Oan e Dan) (Da biðin + badan +.. Dyin 
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Aplicând egalitatea a două matrice se obţin formulele după care se 


calculează fiecare necunoscută x,, X,,..., xi: 
1 d 
x, = q(bi5u + b,õ, +... + b,n) = T 
1 d 
X, = qse + b,õs +... + b ôn) = E 


X, =Z (bið, + DO +. + bea ) = 


n nn 


unde d= det(A) +0 şi d, este valoarea determinantului obținut din deter- 


minantul d al matricei A înlocuind coloana k prin coloana termenilor liberi. W 


© OBSERVAȚIE 


e Formulele (1) se numesc formulele lui Cramer. 


Pentru n = 2 şi n = 3 aceste formule au fost obținute atunci când s-a 
definit determinantul de ordin 2, respectiv de ordin 3. 


B] Să se rezolve sistemul de ecuații liniare folosind regula lui Cramer: 
2X,- X, +X, -X,=0 
3x, +2Xx, - X, =2 
2X; —- 2X,- X; =3 


X, +X, +X; +3X, =3 


Solutie 
2 -1 1 -1 
: i : 3 2 0 -1| . 
Matricea sistemului este A = şi d=det(A)=-65 #0. 
2 -2 -1 0 
1 1 -1 38 
Rezultă că sistemul este de tip Cramer şi are soluție unică dată de 
formulele Cramer: x, sir X, a X= da X, adi 
d d d d 
0 -1 1 -i 2 0 1 -1 
2 0 -1 3 2 0 -1 
Dar d, = =-65; d, = =0; 
3 -2 -1 0 2 3 -1 0 
3 1 1 383 e SE lee A 
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Dea ap-sl g i Sile n) 
e oi 0) 3 0 ie 2 

d, = = 65; d, = = 65. 
AR e 9 „50: i, 18 
1 13 3 i E E 


Aşadar, soluția sistemului de ecuații este sistemul de numere (1, 0, —1, 1). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se scrie sub formă matriceală şi 2x+y+z+t=4 
să se rezolve sistemele de ecuații 2x+y+3t=6 
folosind inversa unei matrice: c) ; 
x+y=2 2x-3y=1 Ery TZS 
a i dee nt Aa imita 


3x+y-2z+4t=4 
2x+3y-z+t=2 


o 3y+a 
d) {x -2(2y-3z+t)=-3 


3(x+2y)-y+2x=x+b 


x+y+z=3 x+y+z=a 1 
d) {2x +y-z=2; e) ;3x+2y-z=b ; a(x+2y)-6[z+y]+t=5 
4x-y+z=4 x+3y-2z=c¢ 
x-y+z=1 E4. Să se rezolve sistemele de ecuații 
f) ix+iy+z=2+i. prin două metode: 
ix+y+z=2+i xey- ty y 
E2. Rezolvaţi prin regula lui Cramer a) 3x -2y 2y +4 g 
sistemele de ecuații de la E1. 2 +2=x- 5 
E3. Să fie, rezolve, prin regula lui Cra- 2x + 6y = (10x +242) 
mer sistemele: 9 
x+y+z=2 x-y+z=2 b) 49y +20z=6(x-48y) . 
a)42x+3y-z=5; b) 42x+y-83z= 4; 
3x+y+3z=4 x+2y+z=2 2(x+y+2z)=128-y 
APROFUNDARE 
A1. Să se rezolve sistemele de ecuații (1+i)x -2y+z=-3+i 
liniare: i Ă 
2(x+2z)+3(y-4)+t=0 b) }x-(1+i)y+iz=-1 ; 
x+3z+2(2t+y-4)=3 x-(2-i)y+z=-2+2i 
a ; 
3(x-y+t)+8(y-1)-t+z=5 Cx — Cay + 4C5z -Cst = 0 
2(2x+t)+2z+t+y=14 5 Cix + Caz — Cit = -5 


2CLx — 4C0y + Ct =6 
A2x —2Aly + Az =0 
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A2. 


A3. 


A4. 


Să se rezolve sistemele de ecuații 
ştiind că numerele a, b, c, d sunt 
numere reale diferite: 


x+ay+a’z =-a’ 


a) $x +by+b’z = -b°; 


x+cey+elz =-—că 


x+y+z=1l 
b) sax+by+cz=d 

a2x + b2y + c2z = d? 
Să se determine valorile parame- 
trilor reali pentru care fiecare sis- 


tem este de tip Cramer şi să se re- 
zolve în acest caz: 


2ax+y+z=0 

a) -x+ay-z=-l; 
x+2ay+z=1 
(a-2)x-2y+z=1 

b) 3x+y+z=a-2 : 
(a-1)x-2y+2z=1 
2x+(p+1)y+z=p 

c) {x+py+(p-1)z=2p ; 
(p+3)x+(3p+3)y+pz=3 
x+2y+z+t=0 


x+my+2z+t=0 
d) x+y+z+t=0 


6x+y+z+(m*-m)t=1 


Se consideră sistemul liniar: 
(l+m)x+y+z = 
x+(1+m)y+z =m 
x+y+(1+m)z =m?, me 
a) Să se scrie matricea A a sistemu- 
lui şi să se calculeze det(A). 


3.3. RANGUL UNEI MATRICE 


Fie Ae./4,, (0), A=(a;) şi r un număr natural, astfel încât 


1<r<min(m, n). 


Alegem din matricea A r linii i,,1,,...,1, ṣi r coloane j, Jọ, -. 


A5. 


A6. 


A7. 


A8. 


b) Să se afle m e R pentru care sis- 
temul este compatibil determinat. 
c) Să se rezolve sistemul de ecuații 
pentru m = 2. 

d) Pentru m = 0 să se precizeze da- 
că sistemul este compatibil. 


Se consideră sistemul liniar: 

(2m —1)x — my +3z =1 

(m -2)x+y+(m-2)z =2 

3x +(m-1)y+(2m-1)z=3 
a) Să se scrie matricea A a sistemu- 
lui şi să se rezolve ecuația det(A) =0. 


b) Pentru ce valori ale lui m € Ñ, 


sistemul este de tip Cramer? 
c) Să se determine soluția 


(2m Yms Zm) în condiția b). 


d) Pentru ce valori ale lui m e R 
are loc relația Xm +Ym +Zm > 3? 


Să se rezolve ecuația matriceală: 
1 2 2 -1 1 — 

x - X. = i 
2 3 -1 1 -1 0 


Se consideră sistemul de ecuații 


J a;x; =6+i,i=1, 4, unde 
j=l 


i, dacăi=j 
i lo, dacăizj? 


a i, j=1, 4. 


a) Să se calculeze det(A), unde 


A = (az) a: 
b) Să se rezolve sistemul de ecu- 


aţii. 


i 


Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 


žy je- 
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Determinantul format cu elementele matricei A situate la intersecţia 
celor r linii şi r coloane se numeşte minor de ordinul r al matricei A. 

Numărul minorilor de ordinul r ai matricei A este egal cu C? . CF, 

Fie Az0O,, o matrice cu m linii şi n coloane. Deoarece mulțimea 
minorilor matricei A este finită, există reN, 1<r<min(m, n), astfel încât 


matricea A să aibă cel puţin un minor de ordin r nenul, iar toţi minorii de 
ordin superior lui r, dacă există, să fie nuli. 


< DEFINIŢIE 
e Spunem că o matrice nenulă A € Mna (©) are rangul r şi se scrie 
rang A =r dacă matricea A are un minor de ordin r nenul şi toți minorii 


lui A de ordin mai mare decât r (dacă există) sunt nuli. 


Dacă A=0,, se convine să se spună că are rangul 0, adică 
rang (Onn) =0. 


Pentru determinarea rangului unei matrice este util să se folosească 
următorul rezultat. 


m TEOREMA 1 
Fie A € Ml, (C) o matrice nenulă şi reN'. 


Rangul matricei A este r dacă şi numai dacă există un minor de 
ordinul r al lui A, nenul, iar toți minorii de ordinul r+1 sunt nuli 
(atunci când există). 
Demonstratie 
Dacă rang A =r, atunci toți minorii de rang mai mare decât r sunt 


nuli, deci şi cei de ordinul r +1 sunt nuli. 

Pentru afirmația reciprocă trebuie observat că dacă toți minorii de un 
anumit ordin k sunt nuli, atunci vor fi nuli şi minorii de ordinul k+1 ai 
matricei. Acest lucru se întâmplă deoarece dezvoltând un minor de ordinul 
(k + 1) după elementele unei linii sau coloane se obține o sumă de produse, în 


care fiecare factor este un minor de ordinul k al matricei. Minorii de ordinul k 
fiind nuli, rezultă că suma este nulă, deci minorul de ordinul k +1 este nul. E 


© OBSERVAȚIE 
e Dacă A eM, (€), Be M, (©), atunci: 
rang (AB) < min (rang A, rang B). 
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Probleme rezolvate 


B 1. Să se calculeze rangul matricelor: 


2 1 1 
2 1 2 -1 3 -2 1 
a) A=|1 2 1 1|,;b)B=|4 -2 —|. 
3 1 3 -2 1 1 1 
1 3 -2 


Solutie 
a) Se observă că A € 4 ,(©) şi ca urmare rang A <3. 


Calculăm minorii de ordinul 3 ai matricei A în număr de C3. C} = 4. 
2 1 2 2 1 -1 2 2 -1 1 2 -1 

Avem:|1 2 1|=0, [1 2 1|=0, [1 1 1|=0,|2 1 1|=0. 
313 3 1 -2 3 3 -2 1 3 -2 


Rezultă că rang A <3. Alegem un minor de ordinul 2. 


: 1 SEA ; , 
Fie acesta: - 370. Aplicând teorema asupra rangului se obține 


că rang A=2. 
b) Be. (©) şi ca urmare rang B<3. 


Alegem un prim minor de ordinul 3 şi obținem: 


2 1 1 
3 -2 1]=1770. Aşadar rang B=3. 
4 -2 -1 


B 2. Să se determine, în funcție de parametrul met, rangul matricei 


m m 1 
Azll m 1 
1 1 m 
Solutie 
Calculăm determinantul matricei A. Rezultă succesiv: 
m m 1| m-1 0 (0) 1 0 0 
d=|1 m 1|=| 1 m 1 |=(m-1j ll m 1]=(m-1)(m+1). 


1 1 m (0) l-m m-l 0 -1 1 
e Pentru me CN {1, -1} avem d #0 şi rangA =3. 
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1 1 d 
e Pentru m =1 se obține A=|1 1 1|şirezultă rangA=1 
r LU 
-1 -1 1 
e Pentru m =-1 se obține A=| 1 -1 1 | şi deoarece minorul d, = 
1 1 -1 
Dum TR 
= | i E =2 +0 rezultă că rang A =2. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se determine rangul matricelor: 1 1 1 m 1 1 
ERA A Sf A e) |m n 1;f8)lil m 1). 
5 3 1 1 1 1 2 3 2 1 1 m2 
4 1 1 2 1 1 
c)|2 0 3j; da) |3 -1 2); E3. Să se determine valorile parame- 
1 0 0 5 0 3 trilor m, ne R, dacă perechile de 
matrice au acelaşi rang: 
2 111 3111 pie : ie g 
12 11 a) FE: 
Peara SE a pe aha s) 
4 4 43 -7 -14 3 mn 
b) 4 8? (2 1 2? 
E2. Să se discute rangul matricelor pen- 
tru m,neR: 3 2 1 2 1 -5 
NI (i gat puf 2 e mal c)|-1 2 1|,|-l m 1 
2 6); 21 2) 2 4 2] (1 11 2-3m 
3 m m-2 
glez iLa m m+1 n 
? 1 2 3? 
1 1 0 
APROFUNDARE 
Al. Să se determine rangul matricelor. A2. Se dă matricea 
Discuţie. 4 -1 1 2 —2 
4 -1 2% 5 m 1 1 1 A=|-4 1 b 1 2|e4s(R). 
a)|2 10 -12 5|; b)|l m 1 1j a -l1 1 1 c 
2 a —2 2 1 1 nÊ 1 Să se determine a, b, c astfel încât 
a dir dati State aia rang A =2. 
o/b 0 2 ilaja p 32|. 
1 -1 3 2 Pad 
1 0 11 R 
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3 x -l1 2 
A3. Fie matricea A(x)= Ep ce ed 
4 2 —2x 1 
1 4 —3 3 
Să se determine xeR astfel încât 
rang A(x)=3. 
A = 
A4. Se dă matricea 
3 -1 2 3 
—5 1 3 0 
A (=) = 
1 -1 4 x+2 
-13 3 x -6 


a —— 
2 


b 


Să se determine x eR pentru care 
rang A(x) este minim. 


A5. Fie matricea 


1 


1 
c a-— 
2 


Să se arate că rang A=3. 


3.4. STUDIUL COMPATIBILITĂȚII SISTEMELOR DE ECUAŢII LINIARE 


ȘI REZOLVAREA ACESTORA 


PROPRIETATEA KRONECKER-CAPEL LI. PROPRIETATEA LU ROUCHE 


În paragraful (3.1.) s-a stabilit ce este un sistem de ecuaţii liniare de 
tip Cramer şi care este metoda de rezolvare a acestuia. În continuare vom 
considera un sistem oarecare de m ecuaţii liniare cu n necunoscute, n <4. 

Compatibilitatea unui astfel de sistem este asigurată de următorul 


rezultat. 


matricea extinsă. 


m TEOREMA 2 (Proprietatea Kronecker-Capelli [1]) 
Un sistem de ecuaţii liniare este compatibil dacă şi numai dacă 


rang A =rang A, unde A este matricea sistemului, iar A este 


Considerăm rang A=rang A =r. 

Minorul de ordinul r care dă rangul ma- 
tricei A se numeşte minor principal sau deter- 
minant principal şi se va nota d,. 


Necunoscutele sistemului de ecuaţii liniare ai 
căror coeficienţi formează minorul principal se 
numesc necunoscute principale, iar celelalte 
necunoscute se numesc necunoscute secundare. 

Ecuațiile sistemului care corespund liniilor 
minorului principal se numesc ecuaţii principale, 
iar celelalte ecuații se numesc ecuaţii secundare. 

Orice minor al matricei A care se obţine din 
determinantul principal prin bordarea (comple- 
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Leopold KRONECKER 
(1823-1891) 
matematician german 


A avut contribuții în 
teoria numerelor, analiză 
matematică, algebră (teoria 
ecuaţiilor algebrice, teoria 
formelor pătratice), 
algebră liniară. 
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tarea) cu o linie formată din coeficienţii necunoscutelor principale dintr-o 
ecuaţie secundară şi cu o coloană formată din termenii liberi ai ecuaţiilor 
principale şi termenul liber al ecuaţiei secundare alese, se numeşte minor 
caracteristic. 

Minorii caracteristici se vor nota d, dz N-AI 


Numărul acestora este egal cu numărul ecuaţiilor secundare ale 
sistemului. 


© OBSERVAȚII 
1. rang A<rang A. 


2. Un sistem liniar (S) este compatibil > rang A = rang A=r. 


Rezultă că toți minorii de ordinul r+1 ai matricei A sunt nuli, deci şi 
toți minorii caracteristici sunt nuli. 

Astfel, proprietatea Kronecker-Capelli poate fi enunțată sub următoa- 
rea formă echivalentă: 


m TEOREMA 3 (Proprietatea lui Rouche [1]) 


Un sistem de ecuaţii liniare este compatibil dacă şi numai dacă toți 
minorii caracteristici sunt nuli. 


E] Să se stabilească compatibilitatea sistemului de ecuaţii: 


2x-3y+z=-1 
x+2y+5z=4. 
3x-y+6z=3 
Solutie 
Matricea sistemului de ecuații, respectiv matricea extinsă a acestuia sunt: 
2 -3 1 7 
Eugene ROUCHE 
A=|1 2 5ļ|eM (R), (1035-1910) 
Braj G matematician francez 
IES 1 =] Are contribuţii importante 
— Și în algebră, geometrie, 
A=|1 2 5 4 |e M, 4 (R). geometrie descriptivă şi 
3 -1 6 3 analiză matematică. 
2 -3 1 PRE 
Avem det(A)=|1 2  5|=0 şi minorul De 10 
3 -1 6 
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2 — = 
Rezultă că rang A=2 şi d, = Fogh Ca urmare, matricea A are un 
2 -3 -1 
singur minor caracteristic: d, =|l 2 4ļ|=0. 
3 -1 3 


Conform teoremei lui Rouché rezultă că sistemul este compatibil. 


ALGORITM DE REZOLVARE A UNUI SISTEM DE m ECUAȚII LINIARE 
CU n NECUNOSCUTE, n< 4 


Pentru rezolvarea unui sistem (S) de m ecuații liniare cu n necu- 
noscute, n < 4 se parcurg următoarele etape: 

1. Stabilirea compatibilității sistemului: 

a) Se scrie matricea A a sistemului şi matricea extinsă A. 

b) + Dacă matricea A este pătratică şi det(A)z 0, atunci sistemul este 


de tip Cramer şi se rezolvă prin regula lui Cramer. 
e Dacă det(A) = 0 sau A nu este pătratică, atunci se determină rang A 


şi se stabileşte minorul principal d,. 
c) Se calculează minorii caracteristici d,, d,,... (dacă există) şi se 


aplică proprietatea de compatibilitate a lui Rouche. 
e Dacă un minor caracteristic d, este nenul, atunci sistemul (S) 


este incompatibil şi rezolvarea s-a încheiat. 
e Dacă toţi minorii caracteristici sunt nuli atunci sistemul este 
compatibil (are cel puţin o soluţie). 


2. Determinarea mulţimii soluţiilor sistemului 


a) Se stabilesc ecuaţiile principale şi ecuaţiile secundare. 

b) Se stabilesc necunoscutele principale şi necunoscutele secundare. 

e Dacă nu există necunoscute secundare, sistemul este compatibil 
determinat (rang A = n). 

e Dacă există una, două, ... necunoscute secundare sistemul se 
numeşte compatibil simplu nedeterminat, compatibil dublu nedeter- 
minat etc. 

c) Se formează sistemul principal din ecuaţiile principale ale siste- 
mului dat, păstrând în membrul întâi termenii cu necunoscutele principale, 
iar termenii cu necunoscutele secundare, notate parametric, se trec în mem- 
brul al doilea. 

d) Se rezolvă sistemul principal prin regula lui Cramer. 
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& fii A / 


E] 1. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 
2x; +X, —- 3X; -X, =1 
X; — X, + 2X, — 3X, = —2. 


5x, +X, — 4x, - 5x, =0 


Solutie 
Scriem matricele A şi A asociate sistemului de ecuații: 
2 T -3 -1 2 1 -3 -1 1 
A= 2 -3|eM,(R)şi A=|1 -1 2 -3 -2|eM,,(R). 
5 1 -4 —5 5 1 -4 -5 0 


Se observă că rang A<3. Se calculează minorii de ordin 3 şi se 


constată că toți sunt nuli. Deoarece există minori de ordin 2 nenuli, rezultă 
că rang A=2. 


2 1 
Alegem minorul principal d, = ; | =-—3 #0. 
2 1 1 
Există un singur minor caracteristic d, =|l -1 —2|=0. 
5 1 0 


Conform teoremei lui Rouchâ sistemul este compatibil. 
Ecuațiile principale sunt primele două ecuaţii ale sistemului, iar ecu- 
aţia secundară este ecuaţia a treia. 
Necunoscutele principale sunt x,, X,, iar necunoscutele secundare 
sunt X,, X4. 
Din acest motiv sistemul este compatibil dublu nedeterminat. 
Notăm parametric necunoscutele secundare x, =a, x, =p, a, B eR. 
Se formează sistemul principal: 
2x, +x, =1+30a+ß 
X; — X, =—2 -2a + 3ß 
care se rezolvă cu regula lui Cramer şi se obține: 
a+4ßB-1 Ta-5B+5 
XR. 
3 3 
Aşadar, mulţimea soluţiilor sistemului de ecuaţii este: 


s-e, Ta-5b+5 a p) a Ben}. 


3 3 
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E] 2. Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 


5x-2y+3z=7 2x-y+z=1 
5) x+y+z=3 . b) SEPAN 

x-y-z=-1 x —y +47 =-6 

2x -3y +5z=6 5x+2y-z=5 

Solutie 
5 -2 3 
a) Matricea sistemului este A = ; : f- M, (R). Rezultă că 
2 -3 5 
rang A <3. 
5 -2 3 
Se găseşte că d, =|1 1  1|=-1070, deci rang A=3. 
1 -1 -1 
5 -2 3 7 
Sistemul are un minor caracteristic d, = 1 i i & =—4 70. 
2 -3 5 6 
Aplicând proprietatea lui Rouche se obţine că sistemul este incompatibil. 
2 -1 1 
b) Matricea sistemului este A = ; E ; € M, (R). 
5 2 -1 
Se găseşte că rang A=3 şi un minor principal este: 
2 -1 1 
d,=|1 -3 2|=-16. 
1 -1 4 


Sistemul are un singur minor caracteristic d, = det(A) =0. 


Aşadar, sistemul este compatibil. 

Deoarece numărul de necunoscute este egal cu rang A, rezultă că 
sistemul este compatibil determinat (nu există necunoscute secundare). 

Sistemul principal ataşat sistemului dat este: 

2x-y+z=1 

x — 3y + 2z = 0 , care este un sistem de tip Cramer cu soluția: (1, - 1, - 2). 


x-y+4z=-6 
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| 3. Să se rezolve sistemul de ecuaţii discutând după valorile parame- 
trului m e R: 


mx+y+z=1 
2x+(m+1)y+(m+1)z=2 
3x +(m +2)y+(2m +1)z=3 


Solutie 


Matricea sistemului A=| 2 m+1 m+1 | € M4 (R) are 


det(A) = (m = 17 (m 4 2). 
Se deosebesc următoarele cazuri: 
1. det(A)z0, adică m e R\ {1, - 2}. 


În acest caz sistemul este un sistem de tip Cramer şi soluția este dată 
de formulele lui Cramer: 


D EEE 2 e S. S 
det(A) (m-1)(m=+2) m+2' det(A) m=+2' 
d 1 


Z 


o det(A) m+2 
2. det(A)=0, adică m e (1, -2}. 


-2 1 1 
e Pentru m =-2, A =| J=] -1 |, iar rang A =2. 
3 0 —3 
Un minor principal este d, = . d z8. 
-2 1 1 
Sistemul are un singur minor caracteristic d, =|2 -1 2|=970. 
3 0 3 
Conform proprietății lui Rouché sistemul este incompatibil. 
E 1i 1 
e Pentru m=1, A=|2 2 2l, iar rang A=1. 
3 3 3 
Un minor principal este d, = ia =1. 
Minorii caracteristici sunt: d, -| |-o d, -l jo. 
1 JB 2 "88 
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ecuaţie principală, 


Aşadar, sistemul este sistem compatibil. 


Prima ecuaţie a sistemului care corespunde minorului principal este 
sunt secundare. Necunoscuta 
principală este x iar necunoscutele secundare sunt y şi z pe care le notăm 
parametric: y =q, Z = ß, a, B € R. 

Ecuația principală este x =1-a-—f. 

Aşadar, pentru m =1 sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu 


iar celelalte ecuații 


mulțimea soluțiilor S = {(1 -a -ß, a, Bla, P € R}. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E2. 


sistemelor: 
2x+y-z=2 

a) ; 
5x-y+2z=6 
2x+y-2z=1 

b) 1x+y+z=3 ; 
11x+6y-9z=8 
2x +3y+5z+t = —6 

c) 438x +3z-3t=5 4 
5x+4y+9z-t=0 
x+2y-8z =21 

d) Sr piy E 

x+y+5z=-—7 

2x+y+z2z=2 


Să se rezolve sistemele: 


3x +2y-5z=8 
a) 45x-y-z=$8 ; 
—2x + 3y —4z = 0 
b) iai a 
—x+5y-z=2 
2x —y+38z+2t=4 
c) 4x+y+z-t=3 ; 
3x—2y+5z+4t=5 
2x-y+z+t=3 
d) 4x+3y-z+5t =-16; 
5x+y+z-—7t = —10 


EXERSARE = 


E1. Să se studieze compatibilitatea 


3x-2y-z=1 
2x-y+3z=0 
e) E y- si 
2x+y-5z=- 
x+3y-2z-4t=1 
f) -x -3y +2z+5t =6; 
x+3y-2z+7t = -3 
2x-y+3z+4t=0 
5x-y+z+t=0 
2) zi 
7x —2y +4z+5t =0 
3x+4y +22 =0 
4x-2y-z+t=6 
x+y+z+t=4 ; 
Tx-5y-3z+t=$8 
5x-Ty-5z-t=0 
4x- 3y +2z = 4 
3x + 4y -Zz = —2 
i) {6x +5y-3z=5; 
-x +y-4z=9 


h) 


1x—y+z=6 
3x—-2y+5z—2t=2 
x+y+4z=5 

j) 4x-y+3t =—4 
6x -3y + 9z + 4t = -1 
2x -5y - 3z +t = -12 
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Al. 


A2. 


A3. 


A4. 


A5. 


APROFUNDARE 


Să se determine a,beR astfel în- 
cât sistemele să fie compatibile: 
x+y+z=5 
x+y-z=a 
a : 
) -3x - (a? +a)y+4z =a-1’ 
2x - y - 3z = —3 
x+ay=1 
b)sx+y=b 
2x+3y =5 


, a, beZ. 


Să se determine parametrii a, b eR 
astfel încât sistemul să fie com- 
patibil şi rangul matricei să fie 2: 
x+ay+a°z=1 
a) 4x+3y+2z=1 ; 
x+y+z=b 


2x —3y +4z-5t =-—l 
b) îx+9y+az+t=3 
5x —6y +10z+bt=-a 


Să se determine a, beR astfel în- 
cât sistemul 

2x-y-3z=1 

-x+ay+2z=a+b 

3x+by-4z=a 
să fie sistem simplu nedeterminat 
şi să se rezolve. 
Să se determine parametrii a, b eR 
astfel încât sistemul: 

2x-y+z-t=1 

x+y+az+t=-l 

x-y+z+bt=c 
să fie compatibil dublu nedeter- 
minat. 
Să se determine a, be astfel în- 
cât sistemul: 

x+3y-2z=1 

2x+y-a2x=0 

x-"1y+az=b 
să fie sistem incompatibil. Să se re- 
zolve pentru a=2 şi b=-—3. 


A6. 


A7. 


A8. 


A9. 


A10. 


Să se determine m eR astfel încât 
sistemul omogen: 


x+(m+5)y-(m+1)z=0 
—x+y+3z =0 
(1-2m)x +2y + 4mz =0 


să aibă numai soluţia nulă. 


Să se determine m eR astfel încât 
sistemul omogen: 

mx+2y+z=0 

(m + 2)x-2y+3y = 0 

5x + 2my + (3m +2)z =0 


să aibă şi soluții nenule. Să se rezol- 
ve sistemul pentru m =1. 


Să se studieze compatibilitatea sis- 
temelor: 
x —2y —2z =4 
a) 33x+y+mz=4, m, pek; 
3x-y+z=p 
x+y+mz =0 
b) x-y+z=0 
x+my+z=0 


„ mek; 


x+(m+1)y+z=2+m-m” 
c) 3mx+y-z=0 „ mek; 
x —2y-—mz = 3m—m2 —2 


x+y=3 
2x+y=5 


d) 2x+3y =m+4 


Tx — my = m2+2 


Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 
1 a 1 1 2 
XX a) _(a+ 
1 1 1 1 2 a+1 


ack. 
Să se rezolve şi să se discute în R 
sistemele: 

x+my=m x+y+z=m 
a ; b 


s 


mx+y=1 mx-y+2z=1 
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x-ay+z=1 x+y+z=5 
c)ix-y+z=-l ; x+y-z=a 
ax +a2y-z=a2 j) 2x —y—3z=-—38 : 
x-y-az=l -3x-(a?+a)y+4z=a-1 
d) sax+y+az=1-a; x + 2by -2z =2b-2 
gta x-y-2z+4t=0 
(m-4)x-2y+z=1 i 5x+3y+7z-6t=0 
e) jx+y+z=m-4 ; ) 8x-5z+(m+4)t=1 
(m-3)x-2y+2z=1 4x+2y+mz+(m-2)t=p 
i y+z+t=1 A11. Să se rezolve sistemul: 
f) ix+ay+z+t=a ; 2x-y+z=0 
x+y+az+t=a? -x+2y+z=0 
E apa (m +2) —y + 2z = 0” UP» Buc» 1987) 
g) Ea x’ +y’ +z’ = 243 
x-y+ (a + 1)z =1 A12. Se dă sistemul de ecuații 
x-y+z+2t=1 Sabi i=1, 2, 3, astfel încât 
b) x-y-5z-3t=1 , j=1 
2x+8z+t=2 2b; = 23i? -95i + 84 şi 


(m+2)x+my-3z+(m+1)t=2 1, dacăi=j 


x-2y+z+t=0 a; =40, dacă i>j „i,j=1,3. 
2x —y+3z-—3t=0 

a) Să se calculeze rang A, unde 
4x+(a+1)y+2az+(a-3)t =0 

A = (au) 


b) Să se rezolve sistemul de 
ecuaţii. 


METODA LUI GAUSS DE REZOLVARE A SISTEMELOR DE ECUAŢII LINIARE 


Să pornim de la următoarea situaţie-problemă: 
„Un depozit de mărfuri livrează până la epuizarea stocului o gamă de 
4 produse A, B, C, D după următorul tabel matriceal: 


i) 


Numărul de produse de tipul Suma încasată 
A B C D (unități monetare) 
10 16 15 18 6 020 u.m. 

0 15 30 24 4 860 u.m. 
0 0 25 45 3 800 u.m. 
0 0 0 125 5 000 u.m. 


Care este prețul pe unitatea de produs?“ 
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Să notăm cu x, y, Zz, t preţul pe unitatea de produs pentru tipul de 
produs A, B, C, respectiv D. 
Modelul matematic al situaţiei date este: 
10x +16y + 152 +18t =6 020 


15y + 30z + 24t = 4 860 
25z + 45t = 3 800" 
125t = 5 000 


Se observă că s-a obținut un sistem liniar de 4 ecuații cu 4 necunoscute 
cu o aşezare „triunghiulară“. Soluţia se obține cu uşurinţă pornind de la 
ultima ecuaţie din care se obţine t=40. Apoi, prin metoda substituţiei se 
obțin pe rând z = 80, y = 100, x=250. 

Aşadar, preţul pe unitatea de produs este: 250 u.m., 100 u.m., 80 u.m., 
respectiv 40 u.m. 

Din cele de mai sus se desprinde ideea simplităţii rezolvării unui 
sistem de ecuaţii liniare având o astfel de formă „triunghiulară“ , dar şi 
întrebarea „cum trebuie procedat ca un sistem de m ecuaţii liniare cu 
n necunoscute să fie adus la o formă atât de simplă?“ 

Răspunsul la această întrebare reprezintă esenţa a ceea ce urmează. 

Fie (S) un sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute, n <4. 

a1ıXı F ai2X9 + a. 3X3 T a14X4 T b, 
aX; + a22X2 T aa3X3 T ao4X4 = b, 


AX T am2X2 t am3X3 t AX = Lo 


« DEFINIŢII 
e Sistemul (S) este echivalent cu un sistem ($,) şi se scrie S~ S, dacă 


au aceeaşi mulţime de soluţii. 

e Se numeşte transformare elementară de tipul 1 a sistemului (S) orice 
permutare a două ecuaţii ale sistemului. 

e Se numeşte transformare elementară de tipul 2 a sistemului (S) o 
operaţie prin care se adună o ecuaţie cu o altă ecuaţie înmulțită 
eventual cu un număr nenul. 


Metoda lui Gauss sau metoda eliminării succesive este metoda 
prin care un sistem (S) este transformat într-un sistem echivalent (S') de 
formă „triunghiulară“ sau „trapezoidală“ prin transformări elementare de 
tipul 1 sau 2. Un astfel de sistem are forma: 
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XX, + AXo + OusX3 + AX, =C C 
QAX + Qa3X3 + Qo4X4 = C3 K 
ȘI NA 
Cae V 


Qa3Xa + Os4X4 = Ca 


(S) Q 44X4 = (i 2 . 
Carl Friedrich GAUSS 
0=c; (1777-1855) 
Baie ruda cat adi adie ati Du tată atu ala pată matematician şi astronom 
german 
0=c TRAR 
A Are contributii importante 


Sistemul (S') se rezolvă pornind de la ultima în toate ramurile matematicii: 
. . algebră, teoria numerelor, 
ecuaţie spre prima. la HN 
7 ăi Ă E analiză matematică, geome- 
* Dacă în sistemul (S') apar ecuații de trie, geometrie analitică. 
forma 0=c,, unde c, #0, atunci sistemul (S'), 


deci şi (S), este incompatibil. 

* Dacă în sistemul (S') nu apar ecuaţii contradictorii sistemul este 
compatibil. 

Eventualele necunoscute secundare, dacă apar, se notează parametric, 
se trec în membrul al doilea şi se continuă cu rezolvarea sistemului 
triunghiular format. 

Să urmărim aplicarea metodei lui Gauss pe câteva exemple: 


E fii /, l; 


K 1. Să se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuații liniare: 


2x-y+z-t=1 X+y+z=2 2x- 3y +z =-1 
3x-z+t=-—3 2x -y — 2z =—2 x+2y-3z=0 

a) ; b) ; c) i 
2x-y-3t=2 x+4y+5z=8 x-—12y+11z=-1 
2x + 2y — 2z + 5t = —6 2x + 5y +6z=10 4x-15y+9z=0 


Solutie 


Vom aplica convenabil transformări de tipul 1 sau 2 astfel încât să se 
elimine succesiv câte o necunoscută şi sistemul să fie adus la o formă 
triunghiulară sau trapezoidală. 

a) Eliminăm necunoscuta x din ecuaţiile a doua, a treia şi a patra. 


A : : 3. E 
Pentru aceasta se înmulțeşte prima ecuaţie cu a) şi o adunăm la a 


doua ecuație, apoi înmulțim prima ecuaţie cu -1 şi o adunăm pe rând la 
ecuaţia a treia şi a patra (transformări de tipul 2). 


88 


E Elemente de calcul matriceal și sisteme de ecuații liniare e IV. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


2x-y+ z- t=l 
3y -5z + 5t = —9 
-z-2t=1 l 
3y — 3z + 6t = -7 
Facem o transformare de tipul 1, permutând ecuația a treia cu a patra. 
2x-y+ z— t=l 


Se obține sistemul echivalent: 


x t=- 
Se obține sistemul echivalent: Ai 2 A 
3y — 3z + 6t = -7 
-z-2t=1 


Eliminăm necunoscuta y din a treia ecuație având ca ecuație de refe- 


rință ecuația a doua. 
2x-y+ z— t=1 


3y -5z + 5t = -9 


Se obține sistemul: ; 
2z- t=-2 
-z—-2t=1 

Eliminăm necunoscuta z din ecuația a patra având ca ecuație de 


referință ecuația a treia. 
Rezultă sistemul liniar scris în formă triunghiulară: 


2x-y+ z— t=l 
3y -5z + 5t = -9 
-2z -— t=-2. 
3 


-2t 
2 


Pornind de la ultima ecuație către prima se obține soluția ţ == 2 e 


y=2, x=0. Soluţia sistemului iniţial este sistemul de numere 


5 
Z=, 
3 

5 Aia f a. . 
0, 2, =) iar sistemul este compatibil determinat. 
b) Aplicând succesiv transformări elementare de tipul 1 şi 2 se obţin 
următoarele sisteme echivalente: 


Xx+y+z=2 :(-2), (-1) x+y+ z=2 x+y+z =2 
2x —y — 22 = -2 _ —3y — 4z = —6 R -3y -4z = —6 (S`) 
x+4y+5z=8 3y +4z=6 0-z=0 
2x +5y +62 =10 3y +47 =6 0.-z=0 
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Din compoziţia sistemului (S') scris sub formă trapezoidală se observă 
că z poate lua orice valoare. De aceea z se va lua necunoscută secundară, şi 
se va nota parametric z =, unde ae C. 


6-40 . a 
ŞI x=. 


Se deduce apoi y = 5 


Mulțimea soluțiilor sistemului dat este S = E 6 e, a e c}, iar 


sistemul este compatibil simplu nedeterminat. 
c) Se aplică transformări elementare de tipul 1 sau 2 şi sistemul (S) 
devine succesiv: 


x+2y-3z =0 x+2y —3z=0 EROTS PEN 
Ea, 2x —3y+z Ra -1y ali ari AN Ei de 

x —12y +1lz=-l —14y +14z =-1l 

4x —15y + 9z=0 -23y + 21z = 0 -2-2 


Acest ultim sistem conține o ecuație contradictorie (0 =1), fapt pentru 


care acest sistem este incompatibil, deci şi sistemul inițial este incompatibil. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
El. Să se rezolve sistemele de mai jos E2. Pentru golirea unui bazin cu apă se 
prin metoda lui Gauss: utilizează trei robinete. Dacă primul 
Ẹ +y=4 = +y=3 robinet este deschis 2 ore, al doilea 
e ai 3 ore şi al treilea 6 ore, se evacuează 
asi ad sii dai în total 220 hl de apă. Lăsându-se 
x+y+z=1 deschise 3 ore, 2 ore, respectiv 6 ore, 
c) 4x +2y +2z = -1; se evacuează în total 210 hl de apă, 
x-y+2z=2 iar dacă primul şi al doilea sunt 
deschise câte 2 ore, iar al treilea 
d) a +y+z+3t=7 l 3 ore se evacuează 145 hl de apă. Să 
2x-5y-4z+t=10 se afle debitul fiecărui robinet. 
x+y+z=3 3x+y+z=2 E3. Dacă tatăl ar avea cu 7 ani mai 
x+z-t=1 2x+2y-z=1 mult decât are, atunci vârsta 
j 2x+y-2t=1 3 x+y+2z=3 ’ actuală a fiului mai mic ar fi | din 
3x+4y-z=6 4x+2y-3z=-1 6 
vârsta tatălui. Peste 15 ani vârsta 
x+y=3 2x+y-z+3t=0 1 
fiului mai mare va fi — din vârsta 
2x+y=5 h) x-—2y+z-4t=0 2 
g) 3x-y=6 ” 3x+y-4z+5t=0 tatălui. Să se determine vârsta fie- 
4x+3y=-1 -x+6y+2t=0 căruia, dacă peste 18 ani cei doi 


copii vor avea împreună vârsta 
tatălui. 
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E4. Să se rezolve sistemele prin metoda 3(x = y) 2 2(z = 2y) +x+1 
lui Gauss şi să se discute: > 1)=3 i 
x-3y+6z=4 b) Pois Ha 
a) {3x-y+z=3 ; x+y+z-3=0 


-6x + 2y +az = b x+2(y-z)=z+1 


x+2y+z=1 3x +4z=-2(2+y) 
b) 13x+5y+2z=b . c) 15y+7z=4(x+4) ; 
2x-3y+az=-1 11z — 31y -47z = —68 
E5. Să se rezolve sistemele de ecuații x-4y+z+(m+1)t=0 
prin două metode: x-y-z+t=0 
2(x+2y)=3z+11 j 2x+y-z+83t=0 
5x -3y =6-5z-2x x+2y+3z-t=0 


a 3(x-z)=15-y+5z 


6(x-y)+11z=-4-y 


TESTE DE EVALUARE 
Testul 1 


x+y-z=1 
O 1. Se consideră sistemul de ecuații liniare: 3x -2y +2z=8. 
2x + 8y — 22 =4 


a) Să se determine rangul matricei sistemului. 
b) Să se rezolve sistemul de ecuații prin două metode. 


x+y+3z-t=0 
2x+y+z+t=1 
O 2. Să se rezolve prin metoda lui Gauss sistemul de ecuații: 4x+2y+z+2t=3. 
x+y+z+t=1l 
x+2y-z+4t=0 


x+my+z=1 
Z A sa ela . A .„ |x+y+mz=1 
O 3. Să se studieze compatibilitatea sistemului de ecuatii: mek. 
i mx+y+z=1 
x’ +y’ +z =1 
x+y+az+at=b 
x+ay+az+t=b 
O 4. Fie sistemul: 7 „a, bek. 
ax+ay+z+t=b 
ax+y+z+at=b 
i) Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul să fie compatibil este: 
a) a e R\{-1, 1}; b) ae R\ {1}; c) b=0; d) b=0,azl;e)az-l,b=0. 
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ii) Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul să fie compatibil simplu 
nedeterminat este: 
a) a e R\{-1, 1}; b) a=1; c) a #1; d) a #-l; e) a =-1, b =0. 


Testul 2 


O 1. Se dă sistemul de ecuații liniare: 
2x+my+4z=0 
(3+m)x+2y+mz =0. 
2x+y-z=0 
a) Să se rezolve sistemul pentru m =2. 
b) Să se determine m e R pentru care sistemul are şi soluții nenule. 


Q 2. Fie sistemul de ecuații liniare: 
ax+y+2z=1 
3x+2y+z=-1 
x+y+(l-a)z=b 
a) Să se rezolve sistemul pentru a=1,b=3. 
b) Să se discute sistemul după parametrii reali a, b. 


O 3. Se dă sistemul de ecuaţii liniare: 
3x+y-z=4° 
x+y-2z=m . 
x + 2y -3z = 2° 
a) Să se arate că sistemul este de tip Cramer. 
b) Dacă (zo; Yos Zo) este soluția sistemului, să se determine meR pentru 


2 
care îi NAER, 


O 4. Se consideră matricele A = (a), B = (bs) C= S(A-B), A, B, C € M3 (0), unde 


min(Ci, AÌ), dacăi>j 
a; = i „b; = max(i, j), i, j e {1, 2, 3}. 
max (Ci, Aj), dacă i<j 
a) Să se determine A.-B. 
X 
b) Să se rezolve sistemul A-| y |= B. 


Z 


c) Să se determine X € Mz (©), dacă X.C =B. 
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ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ 
CAPITOLUL |. LIMITE DE FUNCŢII 


1) STRUCTURA DE ORDINE A MULȚIMII IP 


Axa numerelor reale (axa numerică) reprezintă o dreaptă (d) pe 


care s-a stabilit o origine O, un segment unitate şi un sens de parcurs, 
numit sensul pozitiv. 

Mulțimea R a numerelor reale este pusă în corespondenţă bijectivă 
cu axa numerică. Fiecărui număr xeR i se asociază un unic punct M de pe 
dreapta (d) pentru care numărul real x reprezintă abscisa acestuia şi se 
scrie M(x). u 

O(0) A(I) Mx) 


În acest mod mulțimea numerelor reale se poate identifica cu axa 
numerică. Fiecare punct al dreptei este identificat cu numărul real care 
reprezintă abscisa sa. Astfel, dacă xe, se poate spune „punctul x“, 
înțelegându-se prin aceasta „punctul de pe dreaptă care are abscisa x“. 

Dacă x, ye R sunt două numere reale, iar M(x), N(y) sunt punctele 
asociate acestora pe axa numerică vom spune că x este mai mic decât y şi 
se scrie x <y, dacă pe axa numerică punctul M este situat în stânga lui N. 

M&) N(y) 
x<y 

După cum este cunoscut, între numerele reale x şi y există doar una 
din relaţiile: x <y, x=y sau y<x (proprietatea de trihotomie). 

Din proprietatea de trihotomie rezultă că dacă numărul real x nu este 
mai mare decât numărul real y, atunci x este mai mic sau egal cu y, şi vom 
scrie x <y. 

Aşadar, x<y dacă şi numai dacă x<y sau x=y. 

Relaţia < se numeşte relaţie de ordine pe R şi are proprietăţile: 


[i] P1. Proprietatea de reflexivitate 
Dacă xeR, atunci x <x. 


[i] P2. Proprietatea de antisimetrie 
Dacă x, yeR şi x<y, y<x, atunci x=y. 


m P3. Proprietatea de tranzitivitate 
Dacă x, y,zelR şi x<y,y <z, atunci x <z. 
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[i] P4. Proprietatea de ordine totală 
Dacă x, y e R, atunci fie x <y, fie y <x. 


E| P5. Proprietatea de compatibilitate cu operaţiile de adunare şi 


înmulţire pe R: 
* Dacă x, yelR şi x<y, atunci x+a<y +a, V aek. 


* Dacă x, yeR şi x<y, atunci ax < ay, vae[0,+o). 
În legătură cu relaţia de ordine x < y pe R menţionăm şi următoarele rezultate: 
m P6. Axioma lui Arhimede 


Pentru oricare număr xel există un număr întreg unic neZ, 


astfel încât n<x<n+l. 
Numărul neZ, cu această proprietate se numeşte partea 


întreagă a lui x şi se notează cu [x]. 


. Proprietatea de densitate a mulțimii Q 
Dacă x, y eR, x<y, atunci există re, astfel încât x<r<y. 


Proprietatea P7 arată că mulțimea Q a numerelor raţionale este 
mulțime densă în R. 


2) INTERVALE DE NUMERE REALE 


Noțiunea de interval de numere reale a fost introdusă în clasele 
anterioare în corelare cu reprezentarea pe axă a numerelor reale. Astfel, s-au 
definit următoarele tipuri de intervale de numere reale cu ajutorul relațiilor 


cc n cc 
< ş„<. 


be 


INTERVALE MĂRGINITE 


Fie a,beR,a<b numere reale şi A(a), B(b) punctele asociate 


acestora pe axa numerică. Se definesc următoarele mulțimi de numere reale. 
1. Intervalul închis cu extremităţile a şi b: 


[a, bļ]={xeR | a<x<b} 
2. Intervalul deschis cu extremităţile a şi b: 
(a, b)= (x elR | a<x<b) 


Imaginile geometrice pe axa numerică a intervalelor [a, b], respectiv (a, b) 


sunt segmentul închis [AB], respectiv segmentul deschis (AB), (figura 1). 
-œ A(a) B(b) +00 -œ A(a) B(b) +0 
— 


Figura 1 
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3. Intervalele semideschise cu extremităţile a şi b: 
a, b) = (x eR|a<x< b) (închis la stânga, deschis la dreapta) 


(a, b]= (x eR|a<x< b) (deschis la stânga, închis la dreapta) 


Imaginile geometrice pe axa numerică a intervalelor [a, b), respectiv 


(a, b] sunt mulțimile de puncte (AB) U {A}, respectiv (AB)U {B}, (figura 2). 


A B +00 A B +00 
> 7 
a b Figura 2 a b 


INTERVALE NEMĂRGINITE 


Fie ae şi A(a) punctul corespunzător pe axa numerică. 

Atunci: 

1. [a, +œ) = {x eR | x >a} se numeşte interval închis la stânga şi 
nemărginit la dreapta. 

2. (a, +œ) = (x eR| x> a) se numeşte interval deschis la stânga şi 
nemărginit la dreapta. 

Imaginile geometrice ale intervalelor |a, +), respectiv (a, +) sunt 
reprezentate pe axa reală de semidreapta închisă [AX, respectiv semi- 


dreapta deschisă (AX, cu originea în A şi care conţin punctul X, (figura 3). 


—00 A X +00 —00 A X +00 
> i 
x x 
3 Figura 3 a 


3. (—%, a]= (x eR|x< a) se numeşte interval închis la dreapta şi 
nemărginit la stânga. 

4. (—%, a)= (x eR | x< a) se numeşte interval deschis la dreapta şi 
nemărginit la stânga. 

Imaginile geometrice ale intervalelor (—%, a], respectiv (—%, a) sunt 


reprezentate de semidreapta închisă [AX, respectiv semidreapta deschisă 


(AX, cu originea în A şi care conţin punctul X, (figura 4). 


—> X A +0 -00 X A +0 
—————) > —m 
X a Figura 4 X a 
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INTERVALE SIMETRICE 


Fie a un număr real, a e (0, +00). Un interval de forma [-a, a] sau 


(-a, a) se numeşte interval simetric. Imaginea geometrică pe axa 


numerică a intervalului simetric este un segment cu mijlocul situat în 
origine, (figura 5). 


— ——— 
a 0 -— Figura 5 a 0 - 


Dacă xe|-a, a], rezultă că -a < x <a şi se obţine |x|<a. 

Aşadar, l-a, a] = (x cR | |] < a} şi (-a, a) = {x cR | [xl < al. 

Afirmația xg|-a,a] este echivalentă cu (x<-a sau x>a) care, cu 
ajutorul modulului, se scrie x] >a. 

Rezultă că (—0, — a) Y (a, + %) = (x ER | |] > al. 

De asemenea (-o, -a]u[a, +%)= (x cR | x|> a). 


© OBSERVAȚIE 


e Pentru a = +o, intervalul (-a, a) =(—%, +c0)= 12 este interval simetric. 


A Temă 
1. Fie IcR un interval. Să se arate că I este un interval simetric dacă şi 
numai dacă VY x eI rezultă -x eI. 


2. Fie AcR o mulțime cu proprietatea că VxeA=-xeA. Rezultă că A 
este interval simetric? 


INTERVALE CENTRATE ÎNTR-UN PUNCT 


Fie acel şi re (0, +00). Un interval de forma [a —r, a+r] sau 
(a-r, a+r) se numeşte interval centrat în a. 


a-r a atr Figura 6 a-r a atr 


Relația xe|a-r,a+r] se scrie succesiv a-r<x<a+r sau 


-r <x-aK<r sau x-a|<r. 
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Aşadar, [a —r, a+r]= (x e!p | k-a|<r) şi 
(a-r, a+r) ={x eR] k-aj<r). 
Intersecţia şi reuniunea a două intervale centrate în a sunt intervale 


centrate în a. 


US Exemplu 
Intervalele (1, 3) şi (0, 4) sunt centrate în a =2 şi au intersecţia (1, 3), iar 


reuniunea (0, 4), ambele centrate în 2. 


A Temă 
1. Fie 1,1, două intervale centrate în ae, diferite. Să se arate că 


Il UL e{4, Iz}. 
2. Fie neN' şi L, Ip... I 
reuniunea şi intersecţia lor sunt intervale centrate în a. 


m TEOREMA 1 
Dacă x, €R şi Ic este un interval deschis care conţine pe 


n intervale centrate în ae. Să se arate că 


există un interval centrat în x, inclus în I. 


Demonstraţie —00 +0 
$ : a Xo b 
Notăm cu e= min fb — Xp; Xo — a}. Figura 7 


Atunci intervalul I, =(x,-£, x, +£)c (a, b) şi este centrat în x,. M 


E) MULȚIMI MĂRGINITE 


3.1. MAJORANTI, MINORANȚI 


Fie Ac R, o mulțime nevidă de numere reale. 
«e DEFINIŢII 


e Numărul real m se numeşte minorant al mulțimii A, dacă m<a, VaeA. 
e Numărul real M se numeşte majorant al mulţimii A, dacă a <M, V a€ A. 


—oo  minorant M F 


majorant Figura 1 


«e DEFINIŢII 
e O mulţime Ac se numeşte minorată sau mărginită inferior dacă 
are cel puţin un minorant. 
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e O mulţime ACR se numeşte majorată sau mărginită superior dacă 
are cel puţin un majorant. 

e O mulțime Ac se numeşte mărginită dacă este mărginită inferior şi 
mărginită superior. 


m TEOREMA 2 
Mulțimea Ac este mulţime mărginită dacă şi numai dacă există 


Me (0, + o), astfel încât x] <M, Y xEA. 


Demonstraţie 

Dacă Ixl <M, Y xeA, atunci -M<x<M,VaxeA, deci -M este 
minorant pentru A, iar M este majorant pentru A. Aşadar, mulțimea A este 
mulțime mărginită. 

Reciproc 

Fie a, belk, astfel încât a <x <b, V xe A. Luând M = max | 


obţine că [x| <M, V xcA. E 


a A A 


1. Să se determine mulțimea minoranților şi mulțimea majoranților 
a mulțimile: 

a) A =[0, 1]; b) A=(0, 1); e) A=(-1,2)u[3,5]. 
Solutie 

a), b) Mulțimea minoranților este M, =(—%, 0], iar mulţimea majo- 


} se 


ranţilor este M, = [1, + co), figura 2. 


Mı M2 
m eA 
minoranți ọ 1  majoranți 
Figura 2 


c) Pentru mulțimea A, mulțimea minoranților este M, = (—c0, — 1], iar 
mulţimea majoranţilor este M, =[5, +%), figura 3. 


Mı M2 
mA mA 


minoranți _] 1 3 5 majoranți 


Figura 3 
k 2. Să se arate că mulțimea N a numerelor naturale este minorată, dar 
nu este majorată. 
Solutie 
Un minorant al mulțimii N este numărul 0, sau oricare număr real 
negativ. 
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Să arătăm că nici un număr real nu poate fi majorant pentru mul- 
țimea N. Pentru demonstraţie folosim metoda reducerii la absurd. Presu- 
punem că există Mel, majorant al mulţimii N. Atunci n < M, V n EN. 


N 
+ 
E 
-v E 1 2 m M m,+1 
minoranţi i 
Figura 4 


Luând n, = [M], se observă că M <n, +1 şi cum n, +1€N se obține o 


contradicție cu faptul că M este majorant (figura 4). Aşadar mulțimea N este 
nemajorată. 


B 3. Să se determine mulțimea minoranților şi mulțimea majoranților 
pentru mulțimile: 

a) A=[0, +œ); b) A=Z; c) A=Q; d) A=R. 
Solutie 

a) Mulțimea minoranţilor este M, = (—0, o]. Mulțimea A nu este 


majorată, deoarece Nc A, iar N nu este majorată. 

b) Deoarece Nc Z, mulțimea Z este nemajorată. Dar mulțimea Z 
este şi neminorată deoarece, dacă presupunem că există mel, cu 
proprietatea că m<x,V xe, ar trebui ca -x<-m, deci mulţimea 


A, ={-x | xeZ}=Z este majorată. Contradicție. 


c), d) Avem Zc Q şi Zc R, deci Q şi R sunt neminorate şi nemajorate. 


«e DEFINIŢII 
e O mulţime Ac se numeşte nemărginită inferior dacă nu are nici 
un minorant. 
e O mulţime Ac se numeşte nemărginită superior dacă nu are nici 
un majorant. 


t€ Exemple 
e Mulțimea N este nemărginită superior. 
e Mulţimile Z, Q, R sunt nemărginite atât superior, cât şi inferior. 


© OBSERVAȚII 
e O mulţime Ac este nemărginită superior dacă, pentru oricare x e, 
există cel puţin un element a € A, astfel încât x <a. 


e O mulţime Ac este nemărginită inferior dacă pentru oricare număr 
real x e IR, există cel puţin un element a € A, astfel încât a < x. 
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3.2. MARGINILE UNEI MULȚIMI DE NUMERE REALE 


Fie Ac, o mulţime nevidă. 


«e DEFINIŢII 
e Numărul real m se numeşte margine inferioară a mulțimii A c R, dacă 
este minorant al mulţimii A şi este cel mai mare minorant al mulţimii A. 
e Numărul real M se numeşte margine superioară a mulțimii Ac R dacă 
este majorant al mulţimii A şi este cel mai mic majorant al mulţimii A. 
Marginea inferioară a mulțimii A se notează inf (A), iar marginea 


superioară a mulțimii A se notează sup(A). 


tF Exemplu 
Fie A = (0, 1). 


Mı 0 A 1 M2 


minoranți inf(A) | sup(A) majoranţi 
Figura 5 
Mulțimea M, = ((—», 0] este mulțimea minoranţilor lui A şi inf(A)=0, iar 


mulțimea M, = 1, +) este mulţimea majoranţilor şi sup(A)=1. 


Referitor la marginile unei mulțimi vom accepta următoarea axiomă. 


m AXIOMA LUI CANTOR 
Georg CANTOR 


(1845-1918) 
matematician 
german 


Orice mulţime de numere reale mărginită inferior 
admite o margine inferioară. 


© OBSERVAȚII 


e Axioma lui Cantor permite să afirmăm că oricare 
mulțime mărginită are atât margine inferioară, 


Este creatorul teoriei 
mulțimilor. 
HERS $ j A creat noțiunile de 
cât şi margine superioară. mulţime deschisă, mul- 
e Dacă marginile unei mulțimi există, acestea sunt [fime închisă, punct de 
unice. acumulare etc. 


Intr-adevăr, dacă m,, m, e sunt marginile inferioare ale mulțimii 
Ac, din relațiile m, <m, sau m, <m; s-ar contrazice faptul că m, şi 
m, ar fi cei mai mari minoranțţi ai mulțimii A. Aşadar, dacă există, inf (A) 


este unică. Analog se arată faptul că sup(A) este unică. 
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3.3. MARGINILE UNEI MULȚIMI NEMĂRGINITE. DREAPTA ÎNCHEIATĂ 


Pentru o abordare unitară a rezultatelor de analiză matematică, pe 
lângă numerele reale se folosesc simbolurile +œ (plus infinit), respectiv —oo 
(minus infinit), numite numere infinite. 

Mulțimea formată din mulțimea numerelor reale împreună cu nume- 


rele infinite +% şi —o0, se numeşte dreapta încheiată şi se notează IR. 
Aşadar E =R Ufo, +o}. 

Dacă Ac este o mulțime nemărginită inferior, atunci ea nu are nici 
un minorant număr real. În acest caz vom considera că inf (A) = —00, 

Analog, dacă mulțime AcR este nemărginită superior vom considera 
că sup(A)= +o. 
© OBSERVAȚII 
e sup(N)=+o, inf (Z) = —%, sup(Z) = -+oo, inf (Q) = —%, sup(Q) = +0, 

inf (R) = —00, sup(1R) = +00, 


Referitor la simbolurile +% şi —co se acceptă următoarele reguli de calcul: 
: a + (+00) = +0 ŞI (+0) + a = +o, V a e Ñ; 


* a+(-œ)=-% şi (—0)+a=-—o, Y a € R; 


- (+œ) + (+0) =+% şi (—%) + (—00) = —oo; 


—%, dacă a < 0° +œ, dacă a < 0° 
* (+0): (+0) =+; (—00)-(—00) = too; (+%)-(—%) = (-0) - (+0) = —%; 
a „A d +0 = : 0 2 
o O şi 3S 0, Vacek; + (+0)  =+%; (+00) =0. 


Referitor la relațiile de ordine se acceptă că: 
—00 < +09; a < +œ şi -o <a, V a e R. 


+o, dacă a > 0 —%, dacă a > 0 
: a:(1)=] SE a:(=)=] | 


Nu se atribuie nici un sens expresiilor: 


(+œ) — (+0); (—20) — (—0); 0- (+0); =; Ne Esi (200). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se scrie cu ajutorul relaţiei de E2. Să se determine x e R pentru care in- 
inegalitate: tervalele date sunt intervale simetrice: 
a) x e[3,7]; b) xe(-2, 3]; a) (-3, x); b) (x+1,5); 0) (2x-17); 
c) x e (-2, +); d) x e (—%, 3]. d) (-x?, 2-1); e) =a 2x ; 
x-1 x+2 
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E3. Se consideră intervalul 
I, = ER 5-1], nen’. 
n n 
Să se determine: 
a) LAOL şi I; \ L; b) I, oN. 


E4. Să se determine în funcție de x €R, 


intersecțiile de intervale: 
a) I, = (-1, 3) şi I, = (x, x+1); 


b) I =(-3, x+1) şi I, = (x-2, 5); 


o) E =] şi L E, =! 


2? 3" 2 


E6. Să se arate că următoarele mulțimi 
sunt mărginite: 


a) A = (sinn | ne); 
nen'l; 


d) A=fxeR| k-1|< 2}; 


e) (xeB| |+ -1|<1}. 


E5. Să se determine multimile de mi- || E7. Să se arate că următoarele mulțimi 
noranți şi de majoranți pentru sunt nemărginite: 
mulțimile: a) A= fn? +1 | ne z}; 
a) (-1, 3]; b) A =(-3, +0); A 
b) Aa =f(-1) n | nen}; 
c) A=fxeR]| x? <4}; 
c) A=;tgx xe(-3 z) è 
dafi sete): a 
x 
1)" -n? 
x-1 = ( ) 
o A=fxer ZŁ <o). a- n41 nen! 
APROFUNDARE 
Al. Pentru care valori ale lui xeR A4. Fie A,BcR două mulțimi mărgi- 
următoarele intervale sunt mulțimi nite. Să se arate că mulțimile A UB, 
nevide: AAB, ANB sunt mulțimi mărginite. 
a) I=[-2x +1, 1+3x]; 
b) I= x l 1 TEE zzl 2 ? A5. Fie azli nel. Să se arate că 
x+1 x x+1 x+2 
inf (A) =0 şi sup (A) =f; 
A2. Să se determine intersecția inter- 1 
valelor: A6. Să se arate că dacă a-l acz}, 
I x 1 I x-1 2 n 
t~ ati a 2 ai a atunci inf (A)=-1 şi sup(A)=1. 
A7. Să se determine inf (A), sup (A) 


A3. Să se stabilească valoarea de adevăr 
a propozițiilor: 

a) Orice mulțime finită este mărgi- 
nită. 

b) Orice submulțime a unei mulțimi 
mărginite este mulțime mărginită. 
c) Dacă mulțimea Ac R este măr- 
ginită superior, atunci orice sub- 
mulțime a sa este mărginită inferior. 


pentru mulțimile: 

a) a-f jaen; 
n+1 

b) A=fx"+x | x e(-1, 1)}; 


en): 


c) a=] =: 


x +1 
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d) A = (=, V2); BD A=(xen|2+4<6); 
e) A=fxez||x-v42|s v5}; g) A=fxeR|2<3*+9* <90}. 
DEZVOLTARE === 

D1. Fie AcR o mulțime nevidă şi mek D3. Fie A,BcR două mulțimi nevide 

Să se arate că m =inf (A), dacă: şi mărginite. Să se arate că: 

a) m<x,YxeA; a) inf (A UB) = min(inf(A), inf (B)); 

b) ve>0, există un element x € A, b)sup(A UB) = 

astfel încât x < m+s. zmar (sup (A), sup(B)). 


D2. Fie ACR o mulțime nevidă şi MeR 
Să se arate că M=sup(A) dacă: 
a) x<M,VvxeA; 
b) V £>0, există un element x € A, 


D4. Fie AcR şi B=(-x | xeA). 
Atunci: 
a) sup(B)= -inf (A); 


astfel încât x > M-e. b) inf (B) = -sup(A). 


4) VECINĂTĂȚILE UNUI PUNCT PE AXA REALĂ 


«e DEFINIȚII 
e Multimea V cR se numeşte vecinătate a punctului x, cR, dacă 


există un interval deschis I, astfel încât x, eIc V. 

e Mulțimea VcR se numeşte vecinătate a lui +% dacă există un 
interval deschis I= (a, +0), astfel încât Ic V. 

e Mulțimea VciR se numeşte vecinătate a lui —oo, dacă există un 
interval deschis I =(—%, a), astfel încât Ic V. 


x, €(a, b)c V 


—0 b +o 
Figura 1 


US Exemple 
e Mulţimile ( 1, 1), | l, 1], ( 1, + co), (—%, 2) sunt vecinătăți pentru x= 0. 
e Mulţimile (-2, 3) © e, (-2, 3) U (4, 8) sunt vecinătăţi pentru x = 1, dar nu 


sunt vecinătăţi pentru x = 4. 


© OBSERVAȚII 
1. Un punct x, €R are oricât de multe vecinătăți. Vom nota mulțimea 


vecinătăţilor lui x, cu Y (x). 
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2. Orice interval deschis (a, b), a, be R,a<b, este vecinătate pentru 
oricare x, €(a, b). 

3. Intervalele centrate în x, ER sunt vecinătăţi pentru x. Ele se numesc 
vecinătăţi centrate ale punctului x,. 

4. Fiecărei vecinătăţi V e% (x,) îi corespunde o vecinătate centrată în x,, 

V. = (x —8, Xp +£) astfel încât V, c V. De aceea, atunci când se lucrează 


e€ 


cu vecinătățile lui x, este suficient să se considere numai vecinătăți centrate. 


PROPRIETĂŢI ALE VECINĂTĂŢILOR UNUI PUNCT x, €R 


P1. x,eV, pentru oricare V e% (x). 

P2. Dacă V,, V, €% (x), atunci V, A V, €% (x). 

P3. Dacă Ve% (x,) şi VcU, atunci U e7 (x,). 

P4. Dacă Ve/(x,), atunci există Ue/ (0 ), astfel încât V este vecinătate 

pentru oricare yeU. 

© OBSERVAȚIE 

* Intersecţia unui număr finit de vecinătăţi ale lui x, e R este vecinătate a 
lui Xg, dar intersecţia unui număr infinit de vecinătăți ale lui x, poate 
să nu mai fie vecinătate a lui x,. 


IF Exemple 
1. Fie V,= - sE 1 z e Y(0),n>1. Avem NV, =[+1,1], care este 
n n n21 


vecinătate pentru x =0. 


2. Fie V, = (-+, 2) ey (0), n21. Rezultă că NV,={0}, care nu este 


nè1 
vecinătate a lui x =0. 


m TEOREMA 3 (teorema de separare) 
Fie x, yelR puncte diferite de pe dreapta reală. Atunci există vecină- 


tățile Ve / (x) şi UeY (y), astfel încât V ^U =Ø. 


Demonstratie 
Fie x<y. Intervalul I=(x, y) este mulțime y U 
nevidă, deci există cel puțin un punct ce(x, y). E E ar 
. x c y 
Luând VeY(x), V=(— c) şi Uev(y), U=(c, +), a 


vom avea V ^U = øØ, (figura 2). m 
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PUNCTE DE ACUMULARE ALE UNEI MULȚIMI 


Fie Ac o mulţime nevidă. 


«e DEFINIŢII 
e Numărul x, e R se numeşte punct de acumulare al mulțimii A, dacă 
pentru orice vecinătate V e / (x), rezultă că An (v X (x) +Ø. 
e Un punct x, €A se numeşte punct izolat al mulțimii A dacă nu este 
punct de acumulare al mulțimii A. 


Mulțimea punctelor de acumulare ale mulțimii A se notează A'. O 
mulțime poate să aibă mai multe puncte de acumulare sau nici unul. 


IF Exemple 
1. Fie A = (0,1). Atunci A'=[0,1]. 
2. Dacă A ={1}, atunci A' =Ø. 


3. Orice mulțime finită nu are puncte de acumulare. Într-adevăr, dacă 
A =f{a,, az, an}, din proprietatea de separare a lui R, există vecinătăți care 


separă fiecare element al mulțimii A de celelalte elemente. Intersecţia unei 
asemenea vecinătăți cu mulțimea A este formată doar dintr-un singur element, deci 


An(Y N (a.)) =Ø, unde V, €e V (a;), i € {1, 2, ..., n}. 
4. Pentru A=Q avem A'=R, deoarece în orice vecinătate V e% (x), 


Xo E R, se găsesc o infinitate de numere raționale. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. Să se precizeze care dintre următoa- E3. Fie A= (2, 3). Să se arate că mulți- 
rele mulțimi sunt vecinătăţi ale lui 0: 


a) V, =(-1, 3); b) V-=(-10)u(0,1); 
c) V; =(0, +); d) V,=(-4,0); 
e) V; =Z; f) V; =Q; g) V, =R; 


mea A este vecinătate pentru fiecare 
punct al ei. 


E4. Să se determine punctele de acumu- 
lare în R pentru mulțimile: 


E2. Care dintre următoarele mulțimi b) A= [0, 1); 
sunt vecinātăți pentru +% : c) A= [-3, 5]; 


a) V, =(-1, +), V, =[3, +), 
V; = (1, 3)U(10, +), 
V, =(-, l)u(5, +); 
b) V; =N, V; = Z, V; = Q, V; = 
=R\ Z, V V=R\Q? 


d) A =(—%, 1); 

e) A =(-1, 3)u(4,5); 

f) A =(4, 8) \ {5}; 

g) A =(-1, 0)o (0, 1)o (1, 2). 
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APROFUNDARE 
A1. Să se demonstreze proprietăţile P,, A4. Să se arate că un interval Ic R este 
P.. P ERRO deschis dacă şi numai dacă este veci- 
„» P, ale vecinătăților. = A A 
i nătate pentru oricare punct al său. 
A2. Să se arate că următoarele mulțimi || A5. Să se determine punctele de acu- 
ACR nu sunt vecinătăți pentru mulare în R pentru mulțimile: 
oricare punct x €A: a) A =N; b) A =Z; c) A -Q 
a) A =N; b) A=7; c) A=Q; d) A =R; e) A=R\ Q; f A=R\Z 
d = ; 
ARRANO A6. Să se determine punctele de acu- 
A3. Să se arate că următoarele mulțimi mulare în R pentru mulțimile: 
sunt vecinătăți pentru fiecare punct 1 na i 
al lor: a) asf rsintt |nen}; 
a) A=R\ {0}; b) A=R\ N; n 
n nn - 
c) A=R\ Z; a a=Ufo, = ); b A-( scosi nen]; 
ri n+1 
-1)” : 
e) N-ar), 1}. c) ash Dhen], 
al n n n 
DEZVOLTARE 


D1. Fie A,BcCR două mulțimi nevide b) (AUB)' =A'UB'. 


şi A',B' mulțimile punctelor de c) (AnB)' = A'nB'. 
acumulare. Să se arate că: 
a) AcB=>A'cB 


5) FUNCȚII REALE DE VARIABILĂ REALĂ 


Fie A, BCR două mulțimi de numere reale. 


O funcție f: A—>B se numeşte funcție reală de variabilă reală 
sau funcție numerică. 

In clasele anterioare, au fost studiate diferite funcții numerice sub 
aspectul proprietăților generale ale monotoniei, paritate-imparitate, periodi- 
citate, mărginire, injectivitate, surjectivitate, convexitate-concavitate şi 
altele. Astfel, aceste proprietăți au fost verificate în studiul câtorva funcții 
numerice particulare cum sunt: funcția de gradul I, funcția de gradul II, 
funcția putere cu exponent natural, funcția radical, funcția exponențială, 
funcția logaritmică şi funcțiile trigonometrice. 

Analiza matematică va continua studiul funcțiilor numerice sub 
aspectul noilor proprietăți sau al găsirii de noi metode de verificare a 
proprietăților generale. 

Acest studiu va pune în evidență câteva clase de funcții în care se vor 
regăsi şi funcţiile particulare studiate. Ele vor servi ca suport pentru 
lecturarea şi desprinderea unor proprietăţi şi vor constitui exemple sau 
contraexemple pentru ilustrarea anumitor noţiuni. 
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De aceea, în acest paragraf se va face o actualizare sumară a elementelor 
esenţiale legate de funcţiile numerice particulare cunoscute, precum şi unele 
completări. 


FUNCŢII POLINOMIALE 


Funcţia f:R—R,f(x)=a,x" +a, x +...+a,x +a, unde a, api = 
a, ap ER, a, 70, n EN, se numeşte funcţie polinomială de gradul n. 


Cazuri particulare 
a) Pentru n = 0 se obţine funcţia constantă f : IR — R, f (x) =a, Aceasta 


este funcție monotonă pe R şi mărginită. 
b) Pentru n=1 se obţine funcția de gradul I, f: — R, 


f (x)=a,x +a,- Funcția de gradul I este strict monotonă pe R, bijectivă, 


inversabilă şi nemărginită. Aceste proprietăți se pot desprinde şi din imaginea 
geometrică a graficului său, reprezentat de o dreaptă. 


Figura 1 


c) Pentru n =2 se obţine funcţia polinomială de gradul II, f:R-—R, 
f (x) = ax” +bx +c. Imaginea geometrică a graficului funcției de gradul II se 


numeşte parabolă. 
d) Funcţia putere cu exponent natural, f: IR —> R, f (x) =x" este un alt 


caz particular de funcție polinomială de gradul n. 

Pentru n €N, n >3 proprietățile funcției polinomiale de gradul n depind de 
paritatea numărului neN şi se vor întâlni pe parcursul studierii funcţiilor 
numerice. 


FUNCŢII RAŢIONALE 


Fie f,g: R—R două funcţii polinomiale de gradul n, respectiv de 
gradul m şi D= (x eR | g(x) =0}. 


l} f(x 
Funcția h:R\ D>R, h(x)= se numeşte funcție rațională. 
g(x 
Cazuri particulare 
e Atunci când funcția polinomială g este constantă, funcția rațională h 


este funcție polinomială. 
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Aşadar, funcţiile polinomiale sunt cazuri particulare de funcţii raţionale. 
e Dacă f, g: R> R, f(x)=1, g(x)=x", neN, atunci se obţine funcţia rați- 


E A 1 _ i Fe ; 
onală h: R'— R, h(x)=—-=x™ (funcția putere cu exponent întreg negativ). 


n 


FUNCŢIA PUTERE CU EXPONENT REAL 


Fie ae! un număr real. 

Funcţia f : (0, +0) > R, f(x)=x“ se numeşte funcția putere cu expo- 
nent real. 

Cazuri particulare 

e Pentru a=0, se obține funcția constantă f :(0, +œ) —> R, f(x)=1. 

e Pentru a eN, se obține funcţia f :(0, +00) >R, f(x)=x" care este o restric- 


m 


ție la intervalul (0, + 0) a funcţiei putere cu exponent natural. 


n m 


a” = Ña 
e Pentru a= sau a-2 se obțin funcţiile f, g:(0, +0) > R, 


f (x) = x, respectiv g(x) = 1/x, adică funcţia radical de ordinul 2, respectiv 3. 


; 1 A 
Mai general, pentru a=—,neN \ 1) y 
n 


se obține funcția radical de ordinul n, 
f :(0, +0) — R, £(x)= x. Funcția radical de 


ordinul n este strict crescătoare pe (0,+o), 


1 k---> 


este concavă şi nemărginită, (figura 3). 
FUNCŢIA RADICAL PENTRU n IMPAR 


Funcţia f:R>R, f(x) =Yx, unde 
n e, este număr impar, n >1, se numeşte 
funcţia radical pentru n impar. Imaginea 
geometrică a graficului ei este redată în 
figura 4. 

Lectura grafică confirmă următoa- 
rele proprietăţi: 

e este strict crescătoare pe R; 


Figura 4 


e este convexă pe (—%, 0] şi este concavă pe [0, +); 


e este bijectivă; 
e este impară. 
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FUNCŢIA EXPONENȚIALĂ 


Funcţia f:R—(0,+),f(x)=a,a>0,az1, se numeşte funcţie 
exponențială. 

Imaginea geometrică a graficului ei este redată în figura 5, pentru 
ae (0, 1), respectiv pentru a e (1, +0). 


O x 
Figura 5 


Lecturând graficul funcției exponențiale se confirmă următoarele 
proprietăți generale: 

e funcția este bijectivă; e funcția este convexă; 

e funcția este inversabilă;  * funcția este pozitivă (a* >0, x€ R); 


e funcția este nemărginită; 

e funcția este strict monotonă pe R şi anume: 
— dacă ae (0, 1), este strict descrescătoare pe R; 
— dacă ae(1, +œ), este strict crescătoare pe IR. 


e axa Ox este asimptotă orizontală a curbei exponenţiale. 
FUNCŢIA LOGARITMICĂ 


Funcţia f:(0, +%)— R, f(x)=log, x, a >0,az1, se numeşte funcţie 
logaritmică. 
Curba logaritmică este redată în figura 6 pentru cazurile a e (0, 1) şi 


ae(1, +0). 


Figura 6 
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Lecturând graficul funcţiei logaritmice se confirmă următoarele 
proprietăţi generale: 
e este funcție bijectivă; * este funcție inversabilă; 
* nu este funcţie mărginită; + Oy este asimptotă verticală a graficului; 
- este funcţie monotonă pe (0, +0) şi anume: 
— dacă a e (0, 1) este strict descrescătoare pe (0, +); 
— dacă a e(1, +œ) este strict crescătoare pe (0, +). 
- este funcţie convexă pe (0,+c0) dacă ae(0,1) şi este funcţie 


concavă pe (0, +œ) dacă ae(1,+%). 


FUNCŢIILE TRIGONOMETRICE SINUS ŞI COSINUS 


Funcţiile f, g : R —|-1,1], f(x)>sinx, g(x) = cosx, reprezintă funcţiile 
trigonometrice sinus, respectiv cosinus. 
Proprietăţi ale funcţiilor sinus şi cosinus: 
e sunt funcții mărginite: sinx e [-1, 1] şi cosx € [-1, 1], V xek; 
e sunt funcții periodice cu perioada principală T =2r: 
sin (x + 27) = sinx, Cos (x + 2r) = cosx, V x € Ñ; 
e funcția sinus este funcție impară, iar funcția cosinus este funcție pară: 
sin (-x) = -sin x, cos(-x)=cosx, V x € R; 
e sunt funcții surjective şi nu sunt funcții injective; 
Curbele reprezentative ale graficelor funcțiilor sinus, respectiv cosinus 
sunt redate pe intervalul [0, 2x] în figura 7. 


Figura 7 


FUNCŢIILE TANGENTĂ ŞI COTANGENTĂ 
Se consideră funcțiile: 


fR N [ox 5 | ke z} >R, f(x) =tgx — funcţia tangentă; 
g:RN (ler | ke z} >R, g(x) =ctgx — funcția cotangentă. 
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Proprietăţi ale funcţiilor tangentă şi cotangentă: 
e sunt funcţii periodice cu perioada principală T =: 


te (x+m)=tgx, V xeRN lani 


kez}, 


ctg (x +n)=ctgx, Y xek \ fka | keZ}; 


e sunt funcții impare: 


tg(-x)=-tgx, V xelRN lani 


kez}, 


ctg(-x)=-ctgx, Y x eR \ fkr |k ez}; 

e sunt funcții surjective şi nu sunt funcții injective; 

e sunt funcții nemărginite; 

e nu sunt funcţii strict mo- 
notone pe domeniul de existență; 

e sunt strict monotone pe 
orice interval din domeniul de 
existență; 

Curbele reprezentative ale 
graficelor celor două funcţii sunt 
redate în figura 8 pe intervalul 


-z z), respectiv (0, 7). 


1 Figura 8 


FUNCŢIILE ARCSINUS ŞI ARCCOSINUS 


Funcţiile f :[-1, 1] | =z, f(x)=arcsinx, şi g:[-1,1]—[0, z], 


g(x) = arecosx, reprezintă funcțiile arcsinus şi arccosinus. 


Curbele reprezentative ale graficelor funcțiilor arcsinus şi arccosinus 
sunt redate în figura 9. 
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Proprietăţi ale funcţiilor arcsin, arccos: 


e sunt funcţii bijective; 
e sunt funcţii mărginite: 


arcsin xX e|-3, z] V xeļ[-1, 1] şi arccosx e[0, z], Y x e[-1, 1]; 


e sunt funcții strict monotone pe intervalul [-1, 1]: funcția arcsinus 
este funcție strict crescătoare pe intervalul [-1, 1], iar funcția arccosinus 
este funcție strict descrescătoare pe |-1, 1]; 

- arcsinus este funcție impară: arcsin(-x) = —aresin x, x e|-1, 1]; arccosinus 


nu este nici funcție pară, nici funcție impară; 
- arcsinus este funcție concavă pe |-1, 0] şi convexă pe [0, 1]; 


- arccosinus este funcţie convexă |-1, 0] şi concavă pe [0, 1]. 


FUNCŢIILE ARCTANGENTĂ ŞI ARCCOTANGENTĂ 


Funcţia f : R > -z z), f(x) =arctgx reprezintă funcția arctangentă. 
Funcția g: R — (0, n), f(x) = arccotgx reprezintă funcția arccotangentă. 


Curbele reprezentative ale graficelor funcţiilor arctg şi arcctg sunt 
redate în figura 10. 


Figura 10 


Proprietăți ale funcțiilor arctg şi arcctg: 
e sunt funcții bijective; 


e sunt funcții mărginite: arctg (IR) = -z z), arcctg (R) = (0, 7); 
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e sunt funcţii strict monotone pe R: funcţia arctg este funcţie strict 
crescătoare pe R, iar funcţia arcctg este funcţie strict descrescătoare pe R; 


e funcţia arctg este funcție impară: arctg (-x) = -arctgx, funcţia 
arcctg nu este nici funcţie impară, nici funcție pară; 
e funcţia arctg este convexă pe (—%, 0] şi concavă pe [0, +œ); 


e funcţia arcctg este concavă pe (—%, 0] şi convexă pe [0, +o). 


< DEFINIŢIE 
e Funcţiile constante, funcţiile polinomiale, funcţiile raţionale, funcţia putere 
(cu exponent natural, întreg, rațional sau real), funcţia exponențială, funcția 
logaritmică şi funcţiile trigonometrice sunt numite funcţii elementare. 


(@ LIMITE DE ȘIRURI 


6.1. SIRURI CARE AU LIMITĂ FINITĂ 
Problemă rezolvată NE REAMINTIM! 


Fie (a) un şir de numere reale cu termenul |. 0 functie F:N >P 


n % se numeşte şir de 
general a, = PERI, neN. numere reale. 


e Numărul f(n)=a 


a) Să se determine câţi termeni ai şirului (a, ) 9 
neN se numeşte 


A ard ai 9 11 ; 
sunt în afara vecinătății V = =; H) a lui 1. tigla Basil 
1 O şirului. 


999 1001 


b) Să se arate că în afara vecinătăţii V = ; 
1000 1000 


) a lui 1 se aflà 


un număr finit de termeni ai șirului. 

c) Fie e > 0 şi V= (1-e, 1+e) o vecinătate a lui 1. Să se arate că în 
afara vecinătății V se află un număr finit de termeni ai șirului (a, ). 
Solutie 


a) Din condiția Z ca, <H se obține 9 < n. Aşadar a, €V pentru 


n > 10, iar termenii a,, a,,...,a, sunt în afara vecinătății V. 


b) Dacă a, e V, rezultă că Na <a, şi se obține n > 999. Aşadar în 


afara vecinătăţii V se află primii 999 de termeni ai şirului (a, ). 
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c) Să aflăm mai întâi câţi termeni Figura 1 V | 
aparțin vecinătăţii V=(1-s,1+8). a... 
RE i aap anta 
Din condiția 1-e<a, <1+e se obține Te E 
1 V 1 
n>=-l1. RH 
E 0 aa d a 
e Dacă e > 1, atunci toţi lite sai 
termenii șirului (a,) aparţin vecină- V 1 
tății V. Too nme N E 
e Dacă e < 1, pentru numărul na- Aay RR, e ia, e 


1 E a T s 
tural n(e) =| =|, termenii a,,a,,.. vii In afara vecinătății V se află un 
€ număr finit de termeni pentru VY £> 0. 


nu aparțin lui V, iar dacă n >n(e), avem că a, € V. 


Din problema rezolvată anterior se observă că în afara oricărei 
vecinătăți V a lui 1, există un număr finit de termeni ai şirului (a, ). 


Aşadar, orice vecinătate V e% (1), conţine toţi termenii şirului (a, ) 


cu excepţia unui număr finit de termeni ai acestuia. 
De asemenea, dacă e >0, atunci condiția ca a, €V = (1 —e, 1+ =) este 


echivalentă cu |a, —1|<£, sau, altfel spus d(a,; 1) < e. 
Pentru s > 0 foarte mic avem că distanţa d(a,; 1) este suficient de 
mică, putând să considerăm că de la un anumit rang, n, eN, termenii a, 


pot fi aproximaţi cu 1. Vom spune astfel că şirul (a) admite pe 1 ca limită. 
«œ DEFINIȚIE 
e Un număr /eR se numeşte limita șirului (a,) dacă în afara oricărei 


vecinătăți a lui / se află un număr finit de termeni ai șirului. 


Pentru limita şirului (a) se foloseşte notația /=lima,. Pentru şirul 


n> 


n : i 
(a,), cu termenul general a, =——, putem scrie 1 = lim 


n+l no n+l 
Protleme rezolvate 


[3] 1. Să se arate că pi ja Zeal. 
ne n+l 


Solutie 

Trebuie să arătăm că în afara oricărei vecinătăți V e% (2) există un 
număr finit de termeni ai şirului. Este suficient să considerăm vecinătăți 
centrate în 2, V = (2- €, 2+ e), cue>0. 
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Sia A se obţine: PEN aa 
n+1 n+1 


Din condiția <2+s, de unde 


3—28 (D 


n > 


2 Ă PENS ; ; 
e Pentru e> A relația (1) este adevărată pentru oricare neN, deci 


în afara vecinătății V nu se află nici un termen al șirului. 


2. —2 SA iei 
e Pentru e< 3 SI n(e)= E a +1, avem n > n(e), deci în afara vecină- 
sua Ý FE A Du scie „ 2n+1 
tăţii V se află termenii a,, az. an) În număr finit. Aşadar, 2 = lim . 
ne n+l 
g E +2 
E 2. Să se arate că lim ® +2. 
n> n +3 


Solutie 
Trebuie arătat că există cel puțin o vecinătate V a lui 2 în afara căreia 
se află un număr infinit de termeni. 
2 


Fie V= 5 3 . Deoarece BE ej Vaya avem că +e V, 
2 +32 Da 


VneN, deci toţi termenii şirului sunt în afara vecinătăţii V. Aşadar, 


De REA 
a n r3 


© OBSERVAŢII 


1. Numărul / e R nu este limita șirului (a) dacă există cel puțin o vecinătate 


Vev (2 ) în afara căreia se află un număr infinit de termeni ai șirului. 
2. Există şiruri de numere reale care nu au limită. 
t Exemplu 
Fie (a,) şirul cu termenul general a, =(-1)'. Atunci a» =1, ası =-1, 
YneN. Dacă presupunem că / e R şi / > lim a,, atunci în oricare vecinătate 
Vev(/) se află toţi termenii şirului cu excepţia unui număr finit dintre aceştia. 


Deosebim situaţiile: 
e Le(—-%,-1]. Pentru V =(—%, 0), as ¢ V,vneN. 


e Le(-1,1). Pentru V =(-1, 1), a, € V, Y neN'. 
e l e[|l,+0). Pentru V = (0,+0), an1 E V,VneN. 


A , Re d Figura 2 
În concluzie, nici un număr real / Ayra aan 
nu poate fi limită a șirului (a, ). € 1 ) O € H ) 
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6.2. ȘIRURI CARE AU LIMITĂ INFINITĂ 
Fie (a,) un şir de numere reale. 


«e DEFINIȚII 
e Şirul (a,) are limita +œ, dacă în afara oricărei vecinătăţi a lui +% se 
află un număr finit de termeni ai şirului. 
e Şirul (a,) are limita —oo, dacă în afara oricărei vecinătăţi a lui —oo se 


află un număr finit de termeni ai şirului. 


Probleme rezolvate 


Æ 1. Fie (a,) un şir cu termenul general a, = 


n 


2 


n21. Să se arate că 
n+1 


+% = lima, şi —co = lim (-a, ). 
Solutie 


Fie V=(a, +0), a > 0, o vecinătate a lui +o. Din condiția a, €V, 
2 


>a, de unde n-1+ 
n+1 n+1 


n >m, rezultă că a, >a, deci în afara vecinătății V se află un număr finit 


rezultă că >a. Dacă m =|a]+2, pentru 


de termeni: a,,a,,...,a,.,. Rezultă că +% =lima,. 


n> 


Luând V =(—%, -a) vecinătate pentru —œ, în afara lui V se află cel 
mult primii m — 1 termeni, deci —o = lim (-a, ). 


Æ 2. Fie (a,) un şir nemărginit de numere reale pozitive. Dacă (a„) are 


limită, atunci += lima, . 


n= 


Solutie 
Să presupunem că /=lima, şi / e R. Atunci în afara vecinătății 


n> 


V= (2 —1, (+ 1) se află un număr finit de termeni ai şirului. 


y Figura 3 


L+1 mM a, +0 


Fie ano Asia, aceşti termeni. 


Np 


Pentru m = max(a,, ano o Ano / +1), în vecinătatea V =(—o, m) a 


n2 


lui / se află toţi termenii şirului (a,). Dar (a,) fiind nemărginit superior, 
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există cel puţin un termen a,, astfel că a, >m. Contradicţie. Aşadar 


Lẹ. Rezultă astfel că în oricare vecinătate a lui +% se află toţi termenii 
şirului (a,), mai puţin un număr finit de termeni, deci +% =lima,. 


n> 


A Temă 
Să se arate că următoarele şiruri au limita infinită: 
n? +1 
a) a, =2n+7; b) a, =3n2+3; c) a, = z 
n+1 
d) a, = ——; e) ap =n-n’. 
+1 


Z PROPRIETĂȚI ALE ȘIRURILOR CARE AU LIMITĂ 


71. PROPRIETĂŢI GENERALE 
m TEOREMA 4 (Unicitatea limitei unui şir) 


Dacă un şir de numere reale are limită, atunci aceasta este unică. 
Demonstraţie 


Fie (a 
are limitele distincte /,, /, €R. 


V, V, 


) un şir de numere reale. Presupunem prin absurd că şirul (a, ) 


n 


G L; Figura 1 

e Dacă /,,/, €R, din teorema de separare a mulțimii R, rezultă că 
există vecinătățile V, e€% (4) şi V,ev(/,), astfel încât V,^V, =Ø, 
(figura 1). Deoarece /, = lim a,, atunci în vecinătatea V, se află toți termenii 
şirului (a), mai puţin un număr finit de termeni. Aşadar, în vecinătatea V, 
se află un număr finit de termeni ai şirului (a, ), iar în afara ei un număr 
infinit de termeni. Aceasta contrazice faptul că /, = lim a,. Aşadar /, =/,. 

e Dacă /,eR şi /,=+oo, atunci pentru e >0 considerăm vecinătăţile 
V Eey (4) V =(2-s, 4 +e) şi V, €% (+0), V, =(a, +0), a>/+e, (figura 2). 
Ca şi în cazul precedent rezultă că y y 
în V, se află toți termenii șirului ; > 
(a), cu excepţia unui număr finit /„—£ 4, (re Figura 2 & TR 
de termeni, deci /, nu poate fi limită a șirului (a, ). 

e Celelalte cazuri se tratează analog. W 
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+ DEFINIŢII 


e Şirurile de numere reale care au limită finită se numesc şiruri convergente. 
e Şirurile de numere reale care au limita +, —œ sau nu au limită se 
numesc şiruri divergente. 


Se observă uşor că un şir de numere reale care nu este convergent este 
şir divergent. Aşadar, oricare şir de numere reale este sau şir convergent 
sau şir divergent. 


t Exemple 
e Şirul (a, ),a, = n A este şir convergent având limita lima, =1. 
n + n= 
n n 
e Şirurile cu termenii generali: a, =(-1}", b, = „Cc. = sunt şiruri divergente. 
n+1 n+1 


« DEFINIȚIE 
| Fie (a,) un şir de numere reale şi p:N —N o funcţie strict crescă- 


toare. Şirul (aan se numeşte subşir al şirului (a, ). 


t7 Exemple 
Dacă (a,) este şirul cu termenul general a, =n, atunci şirurile (a, ), 


(asn); (asn ), (anon:s), n >1 sunt subşiruri ale șirului (a, ). 


m TEOREMA 5 
Fie (a,) un şir de numere reale şi lima, =/. Atunci orice subşir al 


n> 


şirului (a, ) are limita /. 


Demonstratie 
Fie CP un subşir al şirului (a,). Dacă V e% (£) este o vecinătate 


oarecare a lui /, în afara acesteia se află un număr finit de termeni ai 
şirului, deci şi un număr finit de termeni ai subşirului (aiw): 


In mod evident are loc şi o teoremă reciprocă. W 


m TEOREMA 6 
Fie (a, ) un şir de numere reale. Dacă toate subşirurile șirului (a,) au 


aceeaşi limită / e P, atunci şirul (a) are limită şi lima, =/. 


Demonstratie: (Temă) 


118 


E Elemente de analiză matematică e |. LIMITE DE FUNCŢII 


Problemă rezolvată 
k Fie (a,) un şir de numere reale, astfel încât subşirurile (a,,) şi (asn) 


au aceeaşi limită, (el. Să se arate că lima, =/. 


Solutie 
Fie R un subşir oarecare al şirului (a). Atunci a poate 


conține numai termeni ai subşirului (a); numai termeni ai subşirului 
(aan) sau termeni ai ambelor subşiruri. In fiecare caz, conform teoremelor 


anterioare, lima,,) =/. Aşadar toate subşirurile şirului (a,) au aceeaşi 


n> 


limită şi, în consecinţă, lima, = £4. 


n> 


m TEOREMA 7 _ 
Fie (a,) un şir de numere reale cu limita eR. Atunci, prin 


înlăturarea sau adăugarea unui număr finit de termeni se obţine un 
şir cu aceeaşi limită Z. 


Demonstraţie Figura 3 

Într-adevăr, dacă Ve” (/ 

PNI A i - ( ), il b;2 i bir V ba bio vak 
atunci înlăturarea sau adăugarea X 7 N j 
Unul numar. finit de termeni nu În afara lui V, sunt mai puțini termeni 
modifică faptul că în afara veci- sau mai mulți, dar tot în număr finit. 
nătății V se află un număr finit de 
termeni. W 


© OBSERVAȚIE 


e Fie (a, ) un şir de numere reale care are limita / e IR. Prin adăugarea unui 


număr infinit de termeni, şirul obținut are aceeaşi limită / sau nu are limită. 


IF Exemple 
: |. n 2 îi 3 g 
e Fie a,=— şi b,=(-1) =,n>1. Se observă uşor că b,,=a, şi 
n n 
a1 = ——. În acest caz, prin adăugarea termenilor b,,,,n >1, s-a obţinut un 
2n-1 
şir cu aceeaşi limită: lima, = limb, = 0. 


e Fie a, =1 şib, = (1) „n >1. Se observă că b,, =a, şi b =-1. În acest 


caz, noul şir (b, ) nu mai are limită, deoarece are două subşiruri cu limite diferite. 
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7.2. PROPRIETĂŢI ALE ȘIRURILOR CONVERGENTE 


După cum se ştie, un şir este convergent dacă acesta are limita finită. 
Astfel, orice şir convergent are proprietăţile întâlnite până acum pentru 
şirurile care au limită. 

Dar există şi proprietăţi specifice şirurilor convergente. 


m TEOREMA 8 (Limita modulului) 
Fie (a, ) un şir convergent de numere reale. Atunci şirul (la) este conver- 


gent şi lim la, | = him a,|, (limita modulului este egală cu modulul limitei). 


© OBSERVAȚII 


1. Reciproca acestei teoreme nu este adevărată. 


De exemplu, pentru şirul cu termenul general a, =(-1), avem că 


a. l= -D° 


2. Fie (a) un şir convergent şi /=lima,. Afirmațiile următoare sunt 


=1, deci |a,| este convergent, dar şirul (a, ) nu este convergent. 


echivalente: 
a)l=0; b) limļ|a,|=0. 


—|-1 l|+1 
E TEOREMA 9 i 9 AR 
Orice şir convergent este mărginit. | —o rr) +0 


Demonstratie Figura 4 
Fie şirul de numere reale (a i /=lima. . Atunci, în oricare vecinătate 
S i i no n 


a lui / se află toţi termenii şirului cu excepţia unui număr finit dintre aceştia. 
În particular, în afara vecinătăţii V = (-1 — 4, 1+ KI) se află un număr 
toți termenii șirului sunt în intervalul (-M, M), deci şirul este mărginit. W 


© OBSERVAȚII 


1. Reciproca teoremei nu este adevărată. 


finit de termeni: a ,a 


a, |, la „1+ 


n2 


ng?” , pia 


o Aa Luând M = max| 


an, 


Într-adevăr, şirul (a,), a, =(-1)” este mărginit, dar nu este convergent. 


2. Putem formula condiţii suplimentare pentru ca un şir mărginit să fie 
convergent. 


t Exemplu 
Fie (a,) un şir care are limită. Atunci (a,) este convergent dacă şi numai 


dacă este mărginit. 
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3. Dacă un şir este nemărginit sau are un subşir nemărginit, atunci şirul 
este divergent. Aşadar, condiția de mărginire este condiţie necesară 
pentru ca un şir să fie convergent. 


7,3. TRECEREA LA LIMITĂ ÎN INEGALITĂȚI 


m TEOREMA 10 


Fie (a) un şir de numere reale pozitive şi a =lima,. Atunci a >0. 
n= 


Demonstratie 
Folosim metoda reducerii la absurd. 
Presupunem că a<0. Din relația a=lima,, rezultă că orice 
n—%o 


vecinătate Vey (a), conține toți termenii şirului (a) cu excepţia unui 


număr finit dintre aceştia. 


X nu du a a) . 
Dacă ae, considerăm vecinătatea V = [a a), lar pentru a = -—o, 


considerăm V =(—%, —1), figura 5. 


V V 
— d nn 
—00 a a O +00 —00 7 0 +00 

2 Figura 5 


Vecinătatea V conține o infinitate de termeni ai șirului (a,), de unde 


rezultă că şirul (a,) are şi termeni negativi, în contradicție cu ipoteza. 
Aşadar a> 0. E 


© OBSERVAȚII 

1. Rezultatul este adevărat şi dacă şirul are limită şi conține termeni 
pozitivi, începând de la un rang n, EN`. 

2. Dacă şirul (a, ) are limită, conține o infinitate de termeni negativi, dar 


are un subşir (au) cu termeni pozitivi, atunci lima, =0. 
n> 


3. Dacă şirul (a) are limită şi toți termenii săi sunt negativi, atunci 
lima, <0. 


n= 


m TEOREMA 11 (de trecere la limită în inegalităţi) 
Fie (a,) şi (b,) două şiruri care au limită şi au proprietatea că 


a, <b,, VneN. Atunci lima, < lim b,. 


n> 
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Demonstraţie 

Fie a= lim a,, b= lim b,. Deosebim cazurile: 

e a=—o. În acest caz vom avea că a=-o<b. 

e a=+c0. În acest caz şirul (a, ) este nemărginit superior, deci şi (b, ) 
este nemărginit superior. Cum (b,) are limită, aceasta nu poate fi decât 
+œ. Aşadar a <b. 

e ac. În acest caz (a) este convergent, deci este şir mărginit. 
Rezultă că (b,) este şi el mărginit inferior, deci nu poate avea limita —o. 
Dacă b=+o, atunci a <b. V, Vi 


e Rămâne de analizat cazul (rr) (rrrrrtii) 


a, be BR. Presupunem prin absurd că 

b<a. Din teorema de separare a lui Figura 6 
R, există vecinătăţile V, e%(a) şi V,=v(b) cu proprietatea că 
V, O V, = Ø, (figura 6). 

Vecinătatea V, conține o infinitate de termeni ai șirului (b,), în afara 
ei fiind un număr finit de termeni ai șirului (b,). Astfel, există termeni 
b,eV,, cu proprietatea b, <a,, şi se contrazice relația a, <b,. În 
concluzie a <b şi teorema este complet demonstrată. W 


© OBSERVAȚIE 
e Dacă pentru şirurile (a,) şi (b,) există relaţia a, <b,, YneN, nu 
rezultă că lima, <limb,. 


n-o 


IF Exemplu 


Fie (a,) şi (b,) cu e tip = aegen an a, <b,,VneN, dar 
n n 


n 


lima, =0=limb,. 


n= n—% 


Din teorema de trecerea la limită în inegalităţi rezultă uşor 
următoarele consecințe. 


[i] CONSECINŢA 1 
Fie (a) un şir de numere reale convergent şi numerele a, be IR, astfel 


încât a <a, <b,vneN. Atunci a < lima, <b. 
n> 


Demonstratie 
Se consideră şirurile (x,„), (y,) astfel încât x, =a, y, =b şi vom avea 


x, <a, şi a, <y,. Conform teoremei 11 se obține rezultatul cerut. W 
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[i] CONSECINTA 2 
Fie (a, ) un şir crescător de numere reale şi /=lima,. 


no 


Atunci a, </,VneN. 


Demonstraţie 

e Dacă /=+oo, rezultatul este evident. 

- Dacă /eRB, din monotonia şirului (a,) se obţine că a,<a,, 
Ym,neN,n<m. Prin trecere la limită după m se obţine că: 

a, =lima, <lima, =/,VvneN. E 


m> m> 


A Temă 
Enunțați un rezultat analog pentru şirurile descrescătoare. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


EXERSARE 
El. Să se arate că şirurile (an) sunt b) Există un rang nyeN, astfel 
divergente dacă: încât a, >0, vn>n9? 
T 


a) ap =1+(-1)'; b) a, = sin at, 
2 E4. Fie (a,) un şir cu termenul general 
2n? 


c) a, = E ga 2n +6 
n+3 " 2n+3 
E2. Fie a, ,= (1) „n>1. Se poate a) Să se arate că lima, =l 
obține din (a,) un şir convergent b) Să se calculeze limita șirului (b, ) 
prin îndepărtarea unui număr finit 4n+6 _10n+6 


în cazurile b, = = a 
de termeni? Dar infinit? Care sunt n 4n+3?° ” 10n+3 
limitele şirurilor obținute? 


E3. Se consideră şirul (a, cu termenul E5. Se consideră şirul (a,), astfel încât 


n a,cRNLO,vneN şi /=lima,. 
(-1) no 


n ` Rezultă că ¿=R \ Q? 


a) Să se arate că lima, =1. 
n-—oo 


general a, =1+ 


APROFUNDARE 
A1. Se consideră şirurile (a,) şi (b,) || A2. Să se arate că şirul (a,) cu termenul 


care au aceeaşi limită /. Să se 


za cala a,+b 
arate că şirul (c,), c,= a 24 general a, = 


n 
——, n par 
n+1 


+1 z 
—, n impar 
n+2 


(-1) >a 
r= (as -b,) are limita /. are limita =i. 
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A3. 


A4. 


A5. 


D1. 


D2. 


Şirul (a,) are termenii a» <0şi || A6. Se consideră şirul (a,), astfel încât 
ası >0 pentru oricare n eNI. verifică una din condiţiile: 
a) Poate fi convergent acest şir? a) (an -1)(anı -1)=0,VneN'; 
apa > . 
D avea acest şir limita +0? b) (a, -1)(a„1 -2)=0, Y nen’. 
i Rezultă că şirul (a,) este con- 
Se consideră şirul (an), astfel încât vergent? (Olimpiadă locală, 1993) 
asm =3VneN şi lima, ı=3. Este 
n-—00 
i A7. Se consideră şirul (a,), astfel încât 
convergent şirul (an)? 
subşirurile (az), (azn) şi (asn) 
Fie (an) un şir, astfel încât subşi- iale dia Sect 
au limită. Să se arate că şirul (a,) 
rurile (a), (asn) şi (asn-2) au are limită. 
aceeaşi limită. Să se arate că şirul 
(an) are limită. 
DEZVOLTARE 
Din (a,) un şir de numere reale şi c) Dacă eR’, să se arate că există 
lima, =4/. Să se arate că dacă se n EN’, astfel încât a, #0, Y nen’, 
n> 
schimbă ordinea termenilor şirului n > no. 
(an), noul şir are aceeaşi limită. 
D3. Fie (a,) un şir de numere reale, 
Fie (a) un şir de numere reale şi astfel încât lima, =/,/eRU(+o) 
n> 
=lima,. . $ 
n> n şi a </,VneN. Să se arate că 
a) Dacă />0, să se arate că există termenii şirului se pot rearanja, 
no € N, astfel încât a, > 0, vne N, astfel încât să se obţină un şir 
crescător. 
n2 no. 
b) Dacă /<0, să se arate că există || D4. Şirul (a,) are limită /eR. Dacă 


no € N, astfel încât a, <0,vne N, 


n2 no. 


. kd = 
an <0 şi a, tau >0, VneN, să 


se determine /. 


(8) CRITERII DE EXISTENȚĂ A LIMITEI UNUI ȘIR 
8.1. CRITERIUL DE EXISTENȚĂ CU € (EXTINDERE) 


Fie (a,) un şir de numere reale. După cum se cunoaşte şirul (a, ) are 


limită dacă există /eR, astfel încât orice vecinătate V e% (/) conţine toţi 


termenii săi cu excepţia unui număr finit de termeni. 
Să considerăm /eRB, limita şirului (a,). Dacă s>0 şi Ver(9), 


V= (2 — e, l+ =) este o vecinătate centrată în /, atunci în afara sa se află un 
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număr finit de termeni ai şirului 


a; aji, o ai V a anana 

A 3 x . > 1 2 p h J2 Jk 

(a, ). Aceasta înseamnă că există —— = A HAAA Am 
SA =E £ L+e A 

un rang n (2), depinzând de e, Figura 1 


începând de la care toţi termenii a, aparţin vecinătăţii V. 
Relaţia a, e V se scrie sub formă echivalentă astfel: 
a, €V oa, e(/-c,/+8)o/-s<a,</+eo-e<a, -l<solas Me 
Aşadar, a, eV,vn>n(e)o la, -(|<e,v n> n(e). 


Deoarece pentru definirea limitei unui şir este suficient să considerăm 
numai vecinătăți centrate în /, se poate enunța următoarea teoremă de 
caracterizare a limitei. 


m TEOREMA 12 (Criteriul de convergență cu e) 
Fie (a) un şir de numere reale. Un număr eR este limita şirului 


(a, ) dacă şi numai dacă pentru V e >0 există un rang n(e)eN' astfel 


încât a, -4<e, vn>n(e). 


Demonstraţie 
e Fie (= lim a, şi e>0 arbitrar. În afara vecinătății V = (z — e, l+ =) a 
lui / se află un număr finit de termeni ai șirului (a, ): an> 
Notăm cu m= max (n,, H la n). Atunci, pentru n>m+l avem 
a, e V, ceea ce s-a arătat că este echivalent cu a, —4| <s. Luând 
n(8)= m +1, teorema este demonstrată. 


e Reciproc 
Să presupunem că V este vecinătate a lui /. Atunci există s>0 astfel 


încât (l-e, l+e)c V. Conform ipotezei, există n(e)eN, astfel încât 
a, —/|<e, vn=>n(2), deci a,e(/-c,/+e)cV,vn=>n(e). Aşadar, în 
afara vecinătăţii V există un număr finit de termeni ai şirului (a) şi deci 


(= lima,. E 


n-o 


© OBSERVAȚII 


e Numărul /eR este limită a şirului (a), dacă pentru e >0, inecuaţia 
a, — 4| > e, cu necunoscuta n, are un număr finit de soluții. 

e Numărul eR nu este limită a șirului (a,) dacă există s >0 astfel încât 
inecuația lan - | <e, cu necunoscuta n, are un număr finit de soluții sau, 


altfel spus, inecuația a, — 4| > e are o infinitate de soluții. 
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E fii l, / 


£ <.. 2n-1 
E 1. Să se arate că lim =2, 
n> n+1 F - 
Solutie Meman ; 
se Să se arate că: 
Fie e >0. Din relaţia a, — 2] <e, rezultă că <E, lim 21 -2 
n+1 n>on+5 ý 
3 z 3 3n+1 3 
de unde n >—-1. Dacă e>3 se poate lua n(£) =1, iar lim == 
€ n-o 2n+1 2 


pentru <3, se poate lua a()=[2| şi se obține 
e€ 


a, —2|<s, Y n>n(e), deci lima, =2. 


n= 


k 2. Să se arate că lim Ł4. 
aoe n+] 
Solutie EEE 
n+4 . Arătați că: 
a, -4|= 21, Y neN'. Aşadar pentru s=1 se 2 ti 
n+1 alai a T 
obține că inecuația |a, -4|>1 are o infinitate de soluții. ekia ; 
Aşadar, lima, #4. . lim FER ta 


m TEOREMA 13 (Criteriul cu e pentru limită infinită) 
Fie (a) un şir de numere reale. Atunci: 


a) lima, =+c, dacă şi numai dacă Ve >0, există un rang n(e) eN, 


n> 


astfel încât a, >s, Y n > n(e). 


b) lima, =—%, dacă şi numai dacă V s>0, există un rang n(e) EN', 


n= 


astfel încât a, <—e, Yn > n(e). 


Demonstraţie 
a) Presupunem că lima, =+o şi fie s>0. Atunci în vecinătatea 


no 


V=(s, +œ) se află toţi termenii șirului (a,) cu excepţia unui număr finit 


de termeni: a, , a,- a, Luând m= max{n,, Ny, o n) şi n(e)=m+1, 


avem a, e V,vn>n(e). Condiţia a,eV este echivalentă cu a, e€(e, +o), 


deci a, >£, pentru n> n(e). 


n Figura 2 
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Reciproc 


Dacă Ve% (+0), atunci există V, =(,+), cu e>0, astfel încât 
V,cV. Conform ipotezei există n(e)eN', astfel încât a, >s, Y n> n(e). 
Dar această condiţie este evident echivalentă cu a,eV,vn>n(e) şi 
astfel, în afara vecinătăţii V,, deci şi a lui V, se află un număr finit de 
termeni. În consecinţă lima, = +. 


n-o 


b) Se demonstrează analog punctului a) sau se consideră şirul (b,), 


ff /, fie 
K Fie (a,) un şir de numere reale nenule şi lima, =0. 


n> 


a) Dacă există un rang n, €N', astfel încât a, >0,Y n>n, atunci 


RETEN 


n= a 


b) Dacă există un rang n, €N', astfel încât a, <0, Y n>n, atunci 
lim — = —o. 
n> a, 
Demonstraţie 

a) Se poate considera că a, >0, VneN, deoarece prin îndepărtarea 


unui număr finit de termeni a,,a,,...,a, ai şirului (a); limita şirului 


no 


a 


n 


(+ nu se modifică. 


Deoarece lima, =0, atunci pentru oricare s>0, există n(e) eN', 


n> 


KA oA 1 ; 1 i 
astfel încât a, <—, Y n n(8). Se obţine — >e, Y n> n(e). Aşadar, folosind 
e a 


n 


A cui i ed aaa d ode A 2] 
criteriul cu e pentru limite infinite rezultă că lim — = +o. 


n-o a 
n 


b) Se arată analog punctului a). 


sa ; 1 1 
Convenții de scriere: -= = +00, — =o. 


6) 0 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EI. 


E2. 


D1. 


D2. 


D3. 


EXERSARE 
Folosind criteriul cu £, să se arate că: , n? +2n 
3n-2 c) lim— = +0; 

a) lim R =3; n-o n“ +83n-1 

n> N+ 4 3 2 

2 d) lim = +00 

b) lim 20 tn g; n>en+3 

n>% n“ +4n+1 

n+(-1)” n E3. Să se arate că: 

dir E CU: că) ia 2 oi 

nso n+2 no 2" 4+1 a) lim(2* +1)= +00; b) lim—-— =0; 

n—co nəv 2” 4+1 
Să se arate că: c) lima” = +0, a > 1; 
2 2 n> 

š 1 ¿ l= A 
a) lim F- = +0; b) lim = —o; d) lima” =0, a e (0, 1). 

n>» n +2 n-o n+3 no 

DEZVOLTARE 
Fie (xa) un şir de numere reale D4. Fie (an) un şir de numere reale. Să 
pozitive şi limx, =£. Folosind cri- se arate că şirul (an) este conver- 
n> 
teriul cu £, să se arate că: gent dacă şi numai dacă Ve>0, 
a) dacă /=1, atunci limlnx, = 0; există un rang n (2) eN’, astfel 
n> 
b) dacă / = +%, atunci încât |an -an| <E, V m, n2 n(e). 
Tin la -t (Criteriul lui Cauchy). 
n` z 

n> 
c) dacă /=0, atunci limlnx,„ = —%. D5. Să se studieze convergența şiru- 


n> 
Fie AcęR o mulțime nevidă. Să se 
arate că punctul x €R este punct 


de acumulare pentru mulțimea A, 
dacă şi numai dacă există un şir 
(x), X, EA\ {X0}, astfel încât 


lim x, = Xp- 
n> 


Să se determine punctele de acumu- 
lare pentru mulțimile: 


a a-f- Haen; b) A =Z; 
n+1 


c) A=Q. 


8.2. OPERAȚII CU SIRURI CONVERGENTE 
OPERAŢII CU ŞIRURI DE NUMERE REALE 


Operaţiile cu şiruri de numere reale se definesc având în vedere 
operaţiile cu funcţii. 
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rilor folosind criteriul lui Cauchy: 


a) AETI ETE fai t, 
2 3 n 
1 1 1 
b) askhan t e 
sinl sin2 sinn 
c) a, = rr ; 
2 2 2 
cosl  cos2 cosn 
d) a, = + + ; 
1-2-3 2.3-4 n(n + )(n+2) 
1 1 1 
e) a, = + : 
n+1 n+2 n+n 
1 1 1 1 
£) 


an =-= +-+- et A 
JL 43 5 Jen -1 
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şi (b,)sunt două şiruri de numere reale, avem: 


a, +b,), (suma a două şiruri); 
a, -b,), (diferenţa a doua şiruri); 
- (a,)-(b,)=(a,-b,), (produsul a două şiruri); 


*- «:(a,)=(a-a,), ae, (înmulţirea cu un număr real); 


3 a > a) dacă b, #0, vneN, (câtul a două şiruri). 


OPERAŢII CU ŞIRURI CONVERGENTE 


m TEOREMA 14 
Fie (a,), (b,) doua şiruri convergente şi a = lim a, b=limb,. 


n> 


Atunci: 
a) şirul (a, +b,) este convergent şi lim (a, +b,)=lima, +limb,; 


n> n—% 


(Limita sumei este egală cu suma limitelor.) 


b) şirul (a,-b,) este convergent şi lim(a,-b,)= (lim a, )- (lim b,). 


n-o 


(Limita produsului este egală cu produsul limitelor.) 
Demonstraţie (EXTINDERE) 
a) Fie e >0. Deoarece a=lima,, b=limb,, există un rang n(e)eN, 


astfel încât Ja, -a| < = și |b, -b| < 2, Y n > n(e). 


Atunci: |a, +b, -a-b|= |a, -a +b, -b| < |a, -aļ+ at == 
=s, Y n2 n(e), de unde rezultă că lim(a, +b,)=a+b. 

b) Avem: 

a,b, - ab| = (a, -a)b, + (b, - b)a] < la, -aļ- [b |+ lb, - b|- Ja]. (1) 


Şirurile (a,) şi (b,), fiind convergente sunt şi mărginite, deci există 
M,, M, e (0, +œ), astfel încât |a,| < M,, 
Alegem M = max{M,, M,) şi rezultă că |a,| < M, [b ,| <M, v neN 


Fie e>0. Deoarece a = lima, şi b=limb, pentru e, = ai există un 
rang n(e)eN', astfel încât: 


e, -al <e, 227 si pu bla, = Y n >n (e). 2 
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Din relaţiile (1) şi (2) se obţine: 


a -b -ab <£ .M+M.-— =s, Yn2n €). 
ab, -ab| a 2M 


Aşadar lim(a,-b,)=ab. W 


© OBSERVAȚII 
IERI REL 
In particular, se obțin următoarele rezultate pentru şirurile convergente: 
1. lim (a, -b „)=lima, -limb,; 2. lim(-a,)=-lima,; 
3. lim(a-a,)=a (lima, ) a € R; 4. limļa, -b,| =lim]a,|- lim 
5. lim(a A (lima, J> pEN 
6. lim (a: a, +B-b a) = T 


P, hle o l là 
k Fie (a,) şi (b, ) două şiruri convergente şi a = lima,, b=limb,. Să se 


arate că: 
a) şirul (c,), c, = maxia,, b,! este convergent şi lime, = max!a, b}; 
b) şirul (c,), c, = minţa,, b,) este convergent şi lim c, = minta, b}. 


Solutie 
a, +b,+ a, -b,| 


a) Se are în vedere că maxia,, b,! = = , de unde: 
+b, +a, -b 
lim e, = lim î* a tlan l 1 (lima, + lim b, + x )= 
n> n> 2 2 n>% 
+b+ b 
-2tbtp. = max{a, b}. 


X i . a +b -la -b 
b) Se are în vedere relația: min{a,„, b, } = ——— | z al, 


m TEOREMA 15 
Fie (a,), (b,) şiruri de numere reale convergente şi a=lima,, 


n= 


b = lim b,. Dacă b,,beR,vneN, atunci şirul 3 este şir conver- 


n 


a lima, 
gent şi lim| = |= 2=—. 
a>»| b ] limb, 


n> 


(Limita câtului este egală cu câtul limitelor.) 
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© OBSERVAȚII 


1. Dacă (a) este un şir de numere reale nenule, convergent şi 


k . . . . p. 
lima, =a el, atunci pentru oricare pe Z, lim(a, A = (lim a, : 


n> n n> 


În particular, dacă peN' şi a, =n se obține că: lim n? = +%, şi limn” = 
n-—%0 n—%o 


A O REȚINEM! 
nson? +00 

Mai general, dacă a e (0, +%), atunci lim nê = +o, 

şi limn™ =0. 


n= 


2. Fie (a,) şi (b, ) două şiruri de numere reale, b, eR,neN. 


Dacă şirul =] este un şir convergent, atunci nu rezultă că şirurile (a, ) 


n 


şi (b,) sunt convergente. 


tF Exemplu 
a, =(-1)',b,=(-2)”. Rezultă că = = (2) şi lim 7a =0, dar şirurile (a, ) 
şi (b,) nu au limită. 


a, 


3. Dacă lima, =ae PR, iar limb, =0, atunci şirul € este nemărginit. 


n 


4. Dacă şirurile (a,) şi (b,) sunt convergente şi au limita 0, atunci despre 


. a . . A . o . 
şirul 2] nu se poate afirma nimic în privinţa convergenței. 


n 


t7 Exemple 
1 1 < xa „1. a 
a) Pentru a, =—, b, =— rezultă că —=n şi lim — = +o. 
n n b, n>% b 
b) Pentru a, = 2 b, = LN a eR“ se obține ĉa a şi lim An =a. 
n n b, n>% b, 
c) Pentru a, = u b, = t se obține GES şi lim n =0. 
n n b, n nb, 
1) 1 $ an n SEPPE 
d) Pentru a, = =——, b, =— se obține s (-1) care nu are limită. 
n n 


n 


Aşadar, în cazul lima, =limb, =0, nu se poate preciza nimic în pri- 
no 


n> 


vința existenței limitei, iar în cazul în care aceasta există nu se poate 
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preciza nimic referitor la valoarea acesteia. Se spune că, în acest caz, 


(numit cazul p există o nedeterminare. 


Problemă rezolvată 


E] Să se calculeze: 


Solutie 
a) Avem succesiv: 


1 1 
n?|1+> = 
n+n | 1) ; e E 


m E ata dna 3 3 = 
că nr(2+ 3) 2+—3 lim|2+-- 
n n n 


b) Procedând analog punctului a), se obţine că: 


2 
2 
iza e ZE ii = Eli ase 900) nau 
">e n” +5n+1 e ata 5, 1 1+0+0 
ea 
n n 
Modul de determinare a limitelor din problema precedentă poate fi 
aplicat la calculul limitelor şirurilor (a,) cu termenul general a, =R(n), 


unde R:RND-—IR, este o funcţie raţională, astfel încât R(n) are sens 


pentru oricare n e N. 
p p-l 
Ai gi 2 dei nta, f(n) 


f Ei .. 
7 a qa = „p.aeN scriind 
bon“ ad bai, RE, «PB e e i A g(n) 


Dacă R(n) 


a b 
f(n)=n” e IE a =n"-x,, g(n)=n* PEO pa ăi =n- y, 
n n» n nî 


P . 
n 


i f i . ano X aoa Ş 
se obţine: limR(n) = lim = lim n”™ - lim + = 2. lim n”™. 
n>% no pi. Ya n>% n>% Ya bo n>% 


Rezultă: 
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m TEOREMA 16 
Fie (a,) şi (b,) siruri convergente, a, >0, Y neN şi lima, =a eR’. 


no 


lim ba 
ne 


Atunci: lim (a,)” = (lima, 


n= 


(Limita unei puteri se distribuie şi bazei şi exponentului.) 


© OBSERVAȚII 

e Dacă lima, =0 şi limb, =0 se obține cazul de nedeterminare 0. 
1 z = 

e Pentru b, =—,peN,p>2 rezultă că lima, =»llima,. 
p n> n> 


e Pentru a, =ae(0, +œ) şi b, i se obține că lim Va =1. 


n n> 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


= EXERSARE 
E1. Să se calculeze limitele şirurilor (a, ): V3 +N4 
3 (an) c) a, =23/2 +43; d) E 
a) a, =2"” +n; b) a, =n0° +n; 2+5 
20n! +n? (x3 E y2) 
c) a, = —5; r; e) a, = ————; a, = 292 +32. 
) 3n”? +2n™ ) 1+2” ) 
2n? +3n 
d) a, E3. Să se calculeze: 


“dn +5n++3 d 


2 2 2 Praga: 
1 —] n+ 
2) TE ) sata ) : a) lim SEE . 
2n“ +5 nel 3n“ +1 
3 3 

n+1) +2(n-1 mel 
f) isal ) ( Y sii n? + 4n pn 

(n+1) +3(n-1) ) lim An? 43 ; 

E2. Să se calculeze limitele şirurilor (a„): l Y3 + 5Y2 +292 
1 c) lim a > 

a) a, =— z(1+2+3+..+n); Baa 23/5 - V6 

n“ + 

: n+1/n n, 
Da 1? +2? +83? +. +n? hie Va +48. 
2 n(1+2+3+..+n)’ 
APROFUNDARE 
A1. Să se calculeze limita şirurilor: 2 10 NA 
l+n+n+...+n 

1:2+2-3+...+n(n+1) c) a, = z wh 
a) a, = = ; 2+n+n+...+n 

1:3+3-5+...+(4n?-1) , 

au A2. Să se determine numerele a,beR, 
n + .. w 
aper nnn? +n na ştiind că: À 
n ni4n?42 G lim AN +bn+l _>_]im?® +a 
n> 2n? +n+1 n>» 3n? +b 
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A3. Să se calculeze limitele şirurilor (a): || A4. Să se determine numerele naturale 
1 2 n-1 n a,beN', pentru care: 
a) oz pi ga GDI y bn+2 
n+3 
111+2124343+.+nin lim| Aa | 16, 
b) a, = . n-o n’+3 


-1+(n+1)! 


8.3. CRITERIUL MAJORĂRII 


m TEOREMA 17 
Fie (a,) un şir de numere reale. 


a) Dacă există /eR şi (b,) un şir de numere reale, astfel încât 


limb, =0 şi |a, -/|<b,, vneN, atunci lima, =£. 


n= 


b) Dacă există un şir (b,), astfel încât lim b, =—% şi 


a, <b,, VneN, atunci lima, =—o. 
n> 
c) Dacă există un şir (b,), astfel încât lim b, =+% şi b, <a,,VneN, 
n> 
atunci lima, = +0. 
n= 


Demonstratie (EXTINDERE) 
a) Fie e> 0. Deoarece lim b, =0, există un rang n(e)eN*, astfel încât 


lb, | <s, Y n>n(s). Aşadar pentru oricare s>0, există n(e)eN, astfel 
încât |a, -/|<b, <£, Y n>n(e). În concluzie, lima, =/. 

b) Fie se. Deoarece limb, =-%, atunci există un rang n(s)eN', 
astfel încât b, <s, vn> n (e). Dar din ipoteză rezultă că a <b, <e, 
V n>n(e), şi astfel, lim a, =—o. 

c) Fie se. Deoarece limb, =+%, există un rang n(e)eN*, astfel 


încât b, >e, Y n>n(e). Dar din ipoteză rezultă că a, 2 b, >s, Y n>n(e), şi 


astfel lim a, = +o. W 
næ 


A Temă 
Problemă rezolvată Să se arate că: 
E Să se arate că: e lim Lcos(n +1) =0; 
1 soi 1 S 
a) lim sin—= 0; b) lim —ln| 1+— |= 0; 
2 
c) lim Sas ol 3 _3 
n>» 2n'+n 2 iss 2n2+1 3) 
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Solutie 
a) Deoarece [sin x] < |x V xek, rezultă că in. -0 = ia 2 neN. 
n n n 
A ETN | vla „1 
Având lim—=0 se obține că limsin—=0. 
no n n> n 
b) Deoarece 1<1+ L <2 se obține că: 
n 
Lifi + 1) < ma n>1. Cu criteriul majorării se obține că DaS f + 1) =0. 
n n n no n n 
f = —2 1 : ; 
c) Avem succesiv = 2 e ajai <—,n>1l şi folosind 
2n“+n 2 2(2n* +n) n 


criteriul majorării se obţine limita cerută. 


m TEOREMA 18 
Fie (a) un şir de numere reale strict pozitive, crescător şi nemărginit. 


Atunci lim EA =0. 


n= a 
n 


Demonstraţie (EXTINDERE) 
Fie e>0. Din nemărginirea şirului (a,) rezultă că există un rang 


n(e)eN', astfel încât a, > e. Din monotonia șirului se obţine că a, 2 a, > £, 


a 


n 


V n2n(e). De aici se obţine că sL V n>n(e), deci lime hs 0. E 
€ 


n» a 
n 


© OBSERVAŢII 


1. Condiţia de monotonie este necesară. Într-adevăr, luând şirul (a, ), astfel 
iarbă e. își x ia iei ture a 
încât a, =— ŞI ap >n,neN, acesta are termenii pozitivi şi este 

n 


nemărginit. Şirul (H) are subşirurile 5 şi 
a 


n 2n 


| l l cu limitele diferite, deci şirul nu are limită. 
on a) a. = E . 
2. Condiţia de monotonie din enunţul teoremei poate ml 


fi înlocuită cu condiţia ca şirul (a,) să aibă limită. b) a, =In(n+1); 


c) a, =2"+n. 


În acest caz lima, =+% şi astfel lim Lm 0. 
n= n> a 


n 
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3. Orice şir crescător şi nemărginit are limita +. Într-adevăr, pentru 
2>0, din nemărginirea şirului rezultă că există un rang n(e)eN', astfel 


încât a, >E Din monotonia şirului rezultă că a, >a,,>6, V n >n(8). 
Aşadar, în orice vecinătate V =(s,+%) a lui +% se află toţi termenii cu 


excepţia unui număr finit dintre aceştia. Rezultă că lima, = +o. 
n> 


m TEOREMA 19 
Fie (a,) şi (b,) şiruri de numere reale, astfel încât lim a, =0, iar (b,) 


este mărginit. Atunci lima,b, =0. 
Demonstraţie 
Din mărginirea şirului (b,) există M >0, Ale! încât b, |< M,VneN. 
Putem scrie: a,b, -0|= la, |- b, |<M. la, |, V neN. Deoarece limja, |=0, din 


criteriul majorării se obține că lima,b, =0. E 
n> 


Cxorcilii rezolvate A Temă 


1 3 Să se calculeze 
k] 1. Să se arate că B =0. a) hail Leek 
n n n> n n 
Solujie b) lim-+(Vn +1- vn); 
n—oo 


È sin? k. 


Avem lim t =0 şi <1,neN. Din teo- 


n-—% n 


3 
cos — 
n 


c) ap = 


rema 19 rezultă că limita şirului dat este 0. 


| 2. Să se calculeze lim L (cos1+cos2+...+cosn). 
n> n 


Solutie 
Fie a, =cos1+cos2+...+cosn. Deoarece |cosx|<1, V x eR, rezultă că 


: z/s i 1 1 
a,„|< n. Se obține că: —(cos1+cos2+...+cosn)=—-- şi cum lim-—=0, iar 
n n n n 


—= <1, limita cerută este egală cu 0. 
n 


m TEOREMA 20 
+œ, dacă a >1 


Fie a e(-1,+%). Atunci lima” =41, dacăa=1 
0, dacă ae(-1, 1) 
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Demonstraţie 
e Fie a>1. Atunci şirul (a") este crescător şi nemărginit, deci 


lim a” = +œ, (teorema 18). 


e Fie a e (-1, 1)\ {0} şi b=} e(—v, -1)U(1, +o). 
a 
Pentru b >1, şirul (b”) are limita +% şi lim aè = lim E = e3 =0. 
n> n-—o b +00 
Pentru b<-1, considerăm subşirurile (b”) şi (B=) care au limitele 


i at EA zaal ; i i : 
+, respectiv —-%. Atunci: lima” =lim—=0, iar lima” =lim——= 
n> n no 


n> b n> pn 
BERS 0. Aşadar, dacă a e(-1, 1), lima” =0. E 
—00 n> 
© OBSERVAȚII 


1. Pentru a <-1, şirul (a") nu are limită. 


t7 Exemplu 
Dacă a=-2, atunci şirul (a”) are subşirurile a?" =2% şi a"! =-—2%1 cu 


limitele +œ, respectiv —o0. 


2. Pentru a<-1, lim EA =0. 


n-—oo a? 


O problemă de electrostatică 


Se consideră circuitul din figura 3 format din două condensatoare C, şi 
C, având capacităţile a, respectiv b şi o baterie cu tensiunea electromotoare 
E şi un comutator K. Comutatorul este în poziţia 1, iar condensatorul C, 


este descărcat. 
a) Să se calculeze tensiunea la bornele condensatorului C, după a n-a 


comutare a comutatorului K între poziţiile 1 şi 2. 
b) Care este tensiunea la bornele condensatorului C, dacă n tinde la 


infinit? 1 2 


Soluţie 
a) In poziţia 1, condensatorul C, are sarcina K 


Q =aE, care prin cuplarea comutatorului pe pozi- 


E C C, 
ţia 2 se va redistribui pe cele două condensatoare i 


în Q,=aU, şi Q,=bU,, deci aE=(a+b)U,. Figura 3 
Prin cuplare din nou la poziția 1 şi apoi la 2, condensatorul C, va avea 
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a 
a+b’ 


tensiunea U, dată de relația aE +bU, =(a+b)U,. Notând a= se 

obține că U,=aE, U,=aE+apE, unde f= Eo Procedând analog în 
a+ 

continuare se obține că: U, = aE(1 +BB’ +... + p=) = EI = E(1 — p”). 


b) Având în vedere că P <1 se obține că limp” =0 şi astfel lim U, = E. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se arate că următoarele şiruri „1 1 1 1 
au limita 0: b) lim- 1+ 5 3P aP =0, p22; 
(-1)" 1 1 1 
a) a, =—sin ; b)a A S 
) i ( ) ) EEE] c) lim [14 z +25) 0 
n n? +1 
c) a, = d) a, =-3 
n +1 n +n „TI T T 
E5. Fie a (sin tem, + sint) 
E2. Să se arate că: sa să 
n? n >1. Să se arate că lima, =0. 
a) lim =1 b) lim = +0; 228 
n>o n +2 n> n + 
-në E6. Să se calculeze: 
c) lim Niue ù dlima ae; A n 
n>» n +] n>» 1+n K 2,2 r 
a) lim IA ; b) lim|2sin—| ; 
E3. Să se arate că: PRR eVA Tl EA 
2 2 2 i 
3 PU +20 +.. +n ) 4, c) lim(14+ sint) ; 
Ta Li n> 
noe (1+2+3+.. +0) 3 a 
b) lim 1-2+2:3+..+n(n+1) _1 d) imf E) ; 
n>en|1+3+5+..+(20n-1)] 3! i dig 
E4. Să se arate că: e) tim( 2 ) „a20; 
1 1 1 1 Sr Baal 
a) lim „(a tz hot z)=0 n 
ne n 2 3 n f) lim———,a2 
= APROFUNDARE 
A1. Să se arate că: c) 
1 2 1 1 1 
a) lim Ras lim + +... + =0; 
imit Bi i a n(n+2) E 
y- j „In(l+e” 
aa) d) aa a 
„_1[1:3 2:4 35  n(n+2) In (1+2") 
b) lim . . taat = i =, 
imi] 2 2 42 (+1) e) lim z =ln2. 


138 


E Elemente de analiză matematică e |. LIMITE DE FUNCȚII 


A2. 


A3. 


D1. 


D2. 


D3. 


Să se calculeze limita şirului (a,): 


2” +1 20 430 
a) a, =———; b) a, ==: 
) n on, ) on+l „an 
ua 2431 
a 344e 
d) E E 
2” +3" 


l+a+a?+...+a” 
e) a, = a, 
1+b+b°+...+b 
(ASE, Buc., 1997) 
Să se arate că: 
a) dacă a> 1, iar şirul (xa) este cres- 


b e (0, +). 


DEZV 


Un şir (a,) de numere reale veri- 

fică relaţiile de recurenţă: a, =a, 

a = b, au = 4a, +Bana n22, 

a, B, a, b e R.(Relaţie de recurenţă 

liniară şi omogenă de ordinul 2) 

Dacă rı, r, €€ sunt soluțiile ecuației 

r? =ar+ß, să se arate că există 
A A [i 

C1, co E C, astfel încât V neN : 

a) a, = Cir +Cot, în cazul n # r; 


b) a, =(en+cs)r;, în cazul r =r. 


Fie (an) şi (bn) două şiruri de nu- 
mere reale date de relațiile de recu- 
rență: a, =a, b; =b, a,n =a0a,+Bb, 
şi bu = Yan + ôb,» n 21. Să se arate 
că şirurile (an) şi (bn) verifică o 
relație de recurenţă omogenă de 
ordinul 2. 


Fie (x,) un şir de numere reale, 


_ax,+b 


astfel încât x; eR, X, 


ex +d’ 
n 2 1, a,b,c,d e R. 


a) Să se arate că dacă ecuația 


ar+ b Taea ; 
r= are rădăcinile reale dis- 


æ+ 
tincte rj, r, atunci şirul (Ya); 


cător şi nemărginit, atunci lima“ =+; 
N—X0 


b) dacă a>1, iar şirul (x,) este 
descrescător şi nemărginit, atunci 


lima®™ =0; 
n—oo 


c) dacă a>1, iar şirul (x,) de 
numere reale strict pozitive este 
crescător şi nemărginit, atunci 


limlog, x, = +0; 
n-o 


d) dacă a>1, iar şirul (xa) este 
strict descrescător şi are limita 0, 


atunci limlog, x, = —o. 
n> 


TARE 
Xa Tr i 
Ya = =—-+, n21, este o progresie 
Xa > Y2 
geometrică. 


D4. 


D5. 
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b) Să se studieze convergența şiru- 
lui (xa) în condițiile cazului a). 


Să se studieze convergența şirurilor 

şi în caz de convergenţă să se afle 

limitele acestora: 

a) a, = 2, a, = 10, a 4 = 2a, +83a,-15 
n > 2; 

b) a, = 1, a, = 2, a41 = 4a, — 4a p15 

n > 2; 


a,—5 

c) ai = 2, ann 5 a e b 

n 

4 . 

d) a, =2, Aaa a 
n 
+3 

e) a, =2, app =T, n>; 


n 


f) a =2, b; =1, ap, = 2a, +3b,, 

bay = an +3b,, Ñ n21; 

g) x =0, y; =1, 2X41 = V3x, +y, şi 
2Yana tă = V3Yns n21. 


Să se determine numărul pavărilor 
distincte cu dale 1x2 ale unui 
dreptunghi cu dimensiunile 2xn. 
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8.4. CRITERIUL CLEȘTELUI 


m TEOREMA 21 (Criteriul cleştelui) 
Fie (a a.) (b,), (c,) siruri de numere reale, astfel încât a, <b, <c,, 


VneN. Dacă lima, =lime, =/, atunci limb, =f, 
n—=% n> 
Demonstratie 
e Dacă lima, =+%, aplicând criteriul majorării, (% < b, Sc 
> 


n 
no 4 
x 1]: 4 
rezultă că lim b, = +0. A ' 74 
no M 


e Analog, dacă lime, =—%, rezultă că lim b, = —%. 
n> 


e Putem presupune că /eR. Considerăm şirul (c,-a,) care este 
convergent şi cu termenii pozitivi, iar lim (cn — a, ) =41-0=0. 

De asemenea, 0<b, -a, <c, -a,, VneN, relaţie din care se obţine: 
O<lim(b, -a,)slim(c, -a,)=0 si astfel lim (b, -a,)=0. 

Dar, b,=b,-a,+a,, relație din care se obține că şirul (b,) este 
convergent şi, mai mult, limb, = = lim (b, -a a + lim a, =0+0=4%. 

Teorema este complet demonstrată. W 


Criteriul cleştelui este util în cazul în care nu putem arăta în mod 
direct convergenţa unui şir sau nu ştim să calculăm direct limita acestuia. 


Protlemă reyolsală 


B Să se calculeze limitele şirurilor cu termenul general: 


Sa ZI a 2 E BI ora i ri E ear. A.. 
= m 7 i n? i 2 IE ae ARN, 
Solutie 


a) Din proprietatea părții întregi a unui 
număr real se obține că: nvV2 -1< [nv2 | < nv2 ŞI Calculaţi: 


243 |+[nv/5 
ni-i Z Za A Si ss) 
e sau ~<a, S—. (1) nas n? 
n n n n n T 3n+Vn 
EA 
Dar im | 2-5-0- im 2 şi se obține cir 
n= n n n>% n li 


IMD => 
ne È 3n? +k 


că lima, =0. 


n> 


b) Deoarece -1 <sin(n?) <1, VneN se obține că a a, S DA 
n n 
1 3 1 3 
sau —-—; Sa, S— + —z, şi astfel lima, =0. 
n n’ n n’ 
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1 1 1 
< < 
n2+n n’+1 n’+1 
1 1 1 
< < 
n?+n n’?+2 mA, 


c) Avem inegalitățile evidente 


1 1 1 
2 s 2 S 2 
n'+n n'+n n+l 
Prin adunarea acestor relații se obține că: 


7 ; n . 
„Y neN. Dar cum lim — = lim 
n> ni +n 


<a, <S 


n Ei 
= I =0, aplicând 


n’ +n n?’ +1 


criteriul cleştelui se obține că lima, =0. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


Al. 


n= 


EXERSARE 
E1. Să se calculeze limitele şirurilor (a,): E2. Să se calculeze limitele şirurilor (a): 
n 2n2+3n+1 n+l n+2 n+n 
= ; PE răni E ni ip a) a, = + ; 
anpa n? +7 di 3n? +2n +1 i n5+1 n5+2 nî+n 
c) ap =N1+2"; d)a,=N2+3; b) a, Rp ERIS spe IEI ; 
i $ Vn?+1 vVn?+2 vVn?+n 
e) a,= i f) an=; 1?+1 2+2 n? +n 
c) a=- t tet ; 
on „an „pn n +1 n'+2 n'+n 
g) a, = —,a>0;h)a,= ; (Olimpiadă județeană, 1975) 
n. d) a n+l n+2 , , nin 
i) a, = >; j a= 2 43 "Nm? vVnè+2 Jn? +n 
an 1 an 4” 
APROFUNDARE 
Să se calculeze limitele şirurilor (a,): A2. Să se determine a e (0, +o), astfel 
a) a, =Ņa" +b”, a,b e (0,+0); încât şirul (a), a,=V2"+4"+a" 
b) a, =yap+az +.. +a, aj» Ap a > 0; să aibă roata : 
; A ; a) 5; b) a° — 4a; c) 25a-. 
gass sinl sin2 sinn , 
2 n’+1 n’+2 n? +n’ . Să se calculeze limitele şirurilor (an): 
1 1 1 
d) a, = + +. + ; 2 2 
) an o ga age naa F Delle j++], 
1 1 1 j n’+n 
e) an=- ata nitet ai 
2 +3” 2 +3 2” +3 b) 1, a sa da 
] 1 1 a, =—in +34 +. +3” |. 
5 PR i aaa m 


n+(2n)! 


(Olimpiadă locală, 1994) 
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A4. Fie (an) un şir de numere reale Să se arate că lima, =0. 
n> 
pozitive cu proprietatea: (Criteriul raportului) 
lim În: = a <1. 
no ap 


85. CÂTEVA LIMITE REMARCABILE 


Folosind criteriul cleştelui vom demonstra câteva rezultate ce conţin 
şiruri trigonometrice. 


m TEOREMA 22 
Fie (x 


) un şir astfel încât x, cR‘, Y neN` şi limx, =0. 


n> 


n 


Atunci: lim Si 


n= 


Demonstratie 
Fie cercul trigonometric € (0,1) şi unghiul 


la centru AOM cu măsura în radiani egală cu 
X, X€ o, z) (figura 4). Din interpretarea geome- 


trică a funcțiilor trigonometrice sinus şi tangentă 
avem că: sinx=BM<x<AN =tgx, (1). Inmul- 


i ; 1 : y 
tind relaţia (1) cu se obţine că: 
SIN X 


Figura 4 


X 1 ie 8 sin x 
< „adică cosx < 


sinx cosx X 


] < <l. 


Aceste inegalităţi au loc şi pentru xe[-2.0)) deoarece funcţiile 


sin X 


sunt funcții pare. Pentru un şir (x,) cu limx, =0, 


X n>% 


X — COS X, X > 


A z : C: W sin X 
începând de la un anumit rang avem că a <X, < ri ŞI cosx, < ———= <1. (2) 
Xa 


x? 


Dar 1>cosx, =1 2sin $= >1 >: (9) 


2 
Din relaţiile (2) şi (3) se obţine că: jo si, şi aplicând 
x 


sin X 
2]. m 


criteriul cleştelui rezultă lim 
n> X 


n 
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E CONSECINŢĂ 


Fie (x,) un şir de numere reale nenule, cu limx, =0. Atunci: 
n> 


. tgx . arcsinx ; 
a) lim 8 Xa = 1; b) im ——=————= =1; c) lim 
no Xa n> Xa n> Xa 


t 
arctg X, i, 


A Temă 
Să se calculeze limitele şirurilor: 


„dl „2 „TU. 8T 
a) a, = Vnsin—=; b) a, =n”sin-3; c) a, =n|sin—+sin—|; 
Vn n n n 


3, 1, 2 1). 2n „TU 
d) a, =n Sin Sin ză e) a, = (n i)ini; f) a, = (In 1-a )sin =. 
APLICAȚII ÎN GEOMETRIE 
LUNGIMEA CERCULUI 


Fie €(0O,r) un cerc de centru O şi rază r, AA...A, un poligon 
regulat cu n laturi înscris în cerc şi B,B,... B, un poligon regulat cu n laturi 
circumscris cercului, n > 3, (figura 5). 


B, B» 
AC A 
A, B, Y B, 
B, 


Figura 5 


Obţinem A,A, =2r- sin şi B,B, = 2r-tg, n > 3. Notând cu p, şi P, 
n n 


perimetrele celor două poligoane regulate vom obține că p, = 2nr -sin Č ŞI 
n 


Ta Š ; i 2 
P, =2nr-tg—, iar dacă l este lungimea cercului vom avea că: 
n 


p, <I<P,,vn=>3. (1) 
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Prin trecere la limită, vom obţine că: 


E: n 
sin — tg 
n = 2nr şi limP, = lim 2nr —> = 2rr. 


lim p _ = lim 2nr 
n> Ph n> 


n n 
Folosind criteriul cleştelui, din relația (1) se obține că l= 2nr. 


ARIA CERCULUI 


Folosind notaţiile anterioare pentru ariile celor două poligoane regu- 
late se obţine: 
Tir SE: ; aT ; 
îi me dili respectiv S, =n:r -tg—,n>3 şi s, <A <S n23 (2), 
n n 


n 


unde A, este aria cercului. 


. 27 T 
sın — tg — 
Dar lims, = nr” lim n =nr” şi limS, =nr lim = nr”. Folosind 
n>% n—% TU n>% n=% TU 
n n 


criteriul cleştelui, din relaţia (2) se obţine că Ac = 7r. 


© PROPRIETATEA LUI WEIERSTRASS 


Se cunoaşte că orice şir convergent de : 
numere reale este mărginit, dar nu orice şir 
mărginit este convergent. 

Proprietatea de mărginire a unui şir este o 
condiţie necesară pentru convergenţa şirului, dar 


; Toy a Karl WEIERSTRASS 
nu şi suficientă. (1815-1897) 
Aşadar, proprietatea de mărginire trebuie matematician german 
completată cu alte proprietăţi ale şirului pentru a Are contribuţii deosebite în 
se asigura convergenţa acestuia. analiza matematică — teoria 


Un rezultat important în această privinţă îl |functiilor, functii abeliene, 
calculul variațiilor etc. 


constituie teorema lui Weierstrass. 


m TEOREMA 23 (Proprietatea lui Weierstrass) 
Fie (a,) un şir de numere reale. 


a) Dacă (a) este un şir monoton crescător şi mărginit superior, 
atunci (a,) este şir convergent. 


b) Dacă (a) este un şir monoton descrescător şi mărginit inferior, 


atunci (a, ) este şir convergent. 
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Folosind proprietatea lui Weierstrass rezultă că orice şir monoton şi 
mărginit este convergent. 

Studiul convergenței unui şir folosind proprietatea lui Weierstrass 
prezintă avantajul că nu trebuie să cunoaştem limita acestuia, dar are şi 
dezavantajul că nu dă o metodă de calcul a limitei şirului. 

Totuşi, lucrând cu şiruri monotone, se arată că dacă (a) este un şir 


monoton şi A = (a, n e N, atunci: 
- lma, =supĂ, dacă şirul este crescător; 
n> 
e Ima, =inf A, dacă şirul este descrescător. 
n= 


Folosind proprietatea lui Weierstrass se arată că are loc şi următorul 
rezultat în legătură cu şirurile mărginite. 


m TEOREMA 24 (Lema lui Cesaro) 


Orice şir mărginit conţine cel puţin un subşir convergent. 


© OBSERVAŢII 


e Dacă (a,) este un şir nemărginit superior, atunci acesta conţine un 


subşir cu limita +o. 
e Dacă (a) este un şir nemărginit inferior, atunci acesta conţine un subşir 


cu limita —o. 


Probleme rezolvate 


1. Să se studieze convergența şirurilor (a,) cu termenul general: 


2n+1 1 1 1 
a) a = 3 b) a =—+—+. +. 
) a, +2 Da, P 2 n’? 
Solutie 
a) Deoarece a, -a, = ziua S a >0, VneN, rezultă 
n+3 n+2 (n+2)(n+3) 
3 


că şirul este monoton crescător. Dar a, =2-— <2, | 4 Temă 


3 E Pe n+2 a Studiaţi conver- 
VneN, rezultă astfel că şirul (a) este mărginit genţa şirurilor: 
superior. Folosind proprietatea lui Weierstrass ea, = 2n =, 

X ax n+ 
rezultă că (a,) este convergent. DA 
1 me a 
b) Deoarece a-a, = ——3>0,V neN, se yia 
n+ n 2 1 1 
(n+1) e a, =——r——. 
n+l n+2 


obţine că şirul (a,) este monoton crescător. 
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Folosind inegalitatea n” > (n -1)(n +1), n >2, se obţine: 


1 1 1 1 
a, <1+| =-= |+| =-= |+ 
ea 


(a) este mărginit superior. Aşadar (a, ) este şir convergent. 


“| l ca | «2, vneNi, deci şirul 
n-l n n 


2. Să se studieze convergenţa șirului cu termenul general a, = 2n 
n! 
Solutie 
1 i 
Avem: il = = <1,Yn>10. Aşadar, şirul (a,) este monoton 


a, n+ 


descrescător începând de la termenul de rang 10. | 4 Temă 


Deoarece a, >0, Yn €N‘, şirul este mărginit inferior. Studiaţi conver- 
genţa şirurilor: 


Considerând şirul (b,) cu termenul general 


b,=a rezultă că (b,) este monoton descrescător 


n+10? 
şi mărginit inferior, deci este convergent. 
Şirul (a, ) este şir convergent deoarece se obţine 


din şirul (b,) prin adăugarea unui număr finit de termeni. 


© OBSERVAȚII 


e Din problema rezolvată 2, rezultă că dacă un şir (a) este mărginit şi 


este monoton, atunci 


nno 


există un rang n, e, astfel încât subşirul (a, ) 
şirul (a,) este convergent. 


e Dacă un şir (a,) este mărginit, dar nu este monoton, nu rezultă că şirul 


este divergent. 


IF Exemplu 


Şirul (a,), a, = (1) este mărginit, dar nu este monoton. Totuşi, şirul (a, ) 
n 


este convergent şi lima, =0. 
no 


Aşadar, proprietatea de monotonie nu este nici necesară şi nici sufi- 
cientă pentru convergență. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


= EXERSARE 
E1. Să se studieze convergenţa şiru- 4n2+1 
rilor (a,) în cazurile: Ca 341° 
+4 -2 
a) a, =F, b) as ai ; d) aaoi ak, 
2n+1 n+1 n+1 n+2 n+3 
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E2. 


E3. 


Al. 


A2. 


A3. 


D1. 


Să se studieze convergența şirurilor: 


Sasae 7] 


TEPE cat ÎL 
e an= af ai al: 
2 
n-3) 

d) a sen. 
K n? +1 


Să se arate că următoarele şiruri 
(an) au cel puțin un subşir con- 


vergent şi să se dea un exemplu de 
asemenea subşir: 


APROFUNDARE 


Să se studieze convergența şiru- 
rilor (a): 
n 


a 
a) an = a >0; 
n: 


n? 
b) a, =—z, a> l1, peN; 
a 


c) a, =Vn+1-vn; 


1 1 1 
d) a, (1+ E (a +) 


Se consideră şirul cu termenul general: 


n 2 
a, = > log, Iele Să se arate că 
2 
3 (k+1 


şirul (a,) este convergent. 
(Turism, Suceava, 1997) 
Să se studieze convergența şiru- 


rilor (a,): 


a) a, = = + 1 ++ 1 ; 
2 12 2.8 n(n+1) 


zi n+(-1) 
a) a, =(-1) ; b)a,=———=_; 
) a =(1) ) an n+1 
+1 
c) a, = sin 7; d) tacea O Ea 
6 4 
2n+1 
e) Ze za Cann, 
3 
„_nr NT 
a, =sin—.-cos—. 
Dag ala, 3 
1 1 1 
b) a, = + Fa + ; 
1!-1 21.2 n!-n 
©) a, 1 1 1 


= +- atete 
2+3 2*+3 2” +3 


A4. Să se determine mulțimea limite- 
lor subşirurilor următoarelor şiruri: 
a) a, =1+(-1)'; 
-1)' n 
b) a, = Ea ) ; 
n+1 


. nr 
c) a, = 2- sin —; 
Ei 3 


d) a, = Va -cos "E; 


. nT nr 
e) a, ERE COR 


RC] 
2) a, (Sa (Sa). 


DEZVOLTARE 


Să se arate că: 

a) orice şir nemărginit superior 
are un subşir cu limita +o; 

b) orice şir nemărginit inferior are 
un subşir cu limita —oo. 


D2. Să se determine mulțimea punctelor 
limită (mulțimea limitelor subşiru- 
rilor) pentru şirurile: 


a) a, = (-1)” n; 
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pa zei n? a D3. Fie (an) un şir de numere reale. 
n g 
n+3 Să se arate că (a,) are cel puțin 
c) ap =n- sin =; un punct limită. 
d) a, = (-1)°n -cos 27; D4. Să se demonstreze teorema lui 


Weierstrass. ([1]) 


= 1 „n 1-i n, 
e) an ( +i) +( i) i D5. Să se demonstreze lema lui Cesaro. 


f) a, =(1+iy3) +(1-if5). (1) 


10) APLICAȚII ALE TEOREMEI LUI WEIERSTRASS 
10.1. ȘIRUL APROXIMĂRILOR SUCCESIVE ALE UNUI NUMĂR REAL 


Fie xeR un număr real pozitiv cu scrierea sub formă zecimală 
X = agpaâp...â,..., unde a EN şi a, a, a- sunt cifre ale sistemului 


zecimal de numerație. 
Să considerăm scrierea în baza 10 a numărului x: 
a, a, a, V2 x 1,414213... 
"10710: A OR Fa n = 3,14159265... 


Asociem acestui număr şirul (x, ) cu termenul general: 


Xa 


pa e faze àn i 
10 10 10" 
prin lipsă cu o eroare mai mică de 10" ale lui x şi şirul (y 


numit şirul aproximărilor succesive 


> 


) cu termenul 


n 
1 stra da POSER ; : 

general y, =x, + 105” numit şirul aproximărilor succesive prin adaos 

cu o eroare mai mică de 10" a lui x. 

Se observă că x,y, eQ, VneN şi x, <x<y, şi y, x 
vVneN. (1) 

De asemenea, şirurile (x,) şi (y,) sunt monotone şi mărginite, şi 
rezultă conform proprietăţii lui Weierstrass că ele sunt convergente. Din 
relaţia (1) se obţine că lim x, = limy, =x. 

n—oo n> 


Analog se procedează şi în cazul x <0. 

În concluzie: orice număr real este limita şirurilor aproximărilor lui 
succesive prin lipsă şi prin adaos cu o eroare mai mică decât 10™. 

Se obţine că orice număr real este limită a unui şir de numere raţio- 
nale, adică orice număr real este punct de acumulare pentru mulțimea Q. 
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10.2. PUTERI CU EXPONENT REAL 


Fie ae R,a>0 şi xelR\ Q. Ne propunem să definim puterea a*. 

Considerăm şirurile (x,) şi (y,) de numere raţionale care apro- 
ximează prin lipsă, respectiv prin adaos numărul x, x, <x<y,,VneN şi 
şirurile de puteri (a=) şi (a). 

Pentru a >1, şirul (a) este monoton crescător, iar şirul (a”) este 


monoton descrescător. 

Din relaţiile a* <a” <a™ <a", vneN, rezultă că şirurile sunt măr- 
ginite. 

Aplicând teorema lui Weierstrass se obţine că şirurile (a) ŞI (a) 


sunt convergente. 


1 1 
Avem: 0<a™ —a* =a™ (a = 3 <a” (a = r} deci lim (a — a ) = 0 
no 


şi astfel, şirurile (a) ŞI (a ) au aceeaşi limită. 
Prin definiție, a reprezintă limita comună a şirurilor (a) şi (a ; ): 
lima™ =a* = lim a™ 


n> n> 


X, 


Pentru a e (0, 1), şirul (a ) este descrescător, iar (a) este cres- 


cător, şi rezultatele anterioare se mențin. 
Dacă (xn) este un şir de numere reale convergent, limx, =/ şi 
n> 
a e(0,+0)\ {1}, atunci lima” =a'. 
n> 
Fie (a, ) şi (b,) şiruri de numere reale convergente cu limite nenule. 


noo 


v . b [ . . b . li sp 
Dacă şirul (a, -) este definit, atunci lim (a, a ) = (lim an) i 


10.3. STUDIUL CONVERGENŢEI ȘIRURILOR DATE PRIN 
RELAȚII DE RECURENȚĂ 


Problemă rezolvată 


k Să se studieze convergența şirurilor (a, ) : 


1 
a) a, = V2, a, =//2+a,, n21; b) a, la = nèl. 


l+a,? 
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Solutie 
a) Se observă că a, = V2 <2, a, =„[2+a, < V2+2=2. 

Presupunem prin inducție că a, <2. Atunci a, =y2+a, < V2+2=2. 
Din principiul inducției matematice, rezultă că a, <2, VneN, deci şirul 


este mărginit superior. Avem şi a, >0, vneN, (Temă 


deci şirul (a) este mărginit. Studiaţi convergența 
' şirurilor: 
2+a -a a) x, e (0, 1), 
Deoarece a, —a, =y2+a, -a, = aa = za 200.2) 


ae = 2 
j2+a, +a, Xa Xa —X,+ln2l 


g b = 
_(l+a,)(2-a,) >0, Yn eN’, rezultă că şirul (a,) este iai 


1 
|2+a, +a, SE iata) Sao ale — 


crescător. In concluzie, şirul (a, ) este convergent. 


Pentru calculul limitei, fie lima, = x e[0, 2]. Folosind operaţiile cu 


n= 


şiruri convergente, din relația de recurenţă obținem: 


x =lima,„„ =,/lim (a, +2) =vx+2. Se obține că x=2, deci lima, =2. 
1 2 


n> n> 


3 5 : 3 


b) Avem: a =l, a,=—, a,=—, a=, a;=—, şi se observă că 


a, >a, >a, şia,<a,. 
Presupunem prin inducție că a, , > aopa SI ax < aa K Z1. 
Rezultă că: 
1 1 1 1 


= > = Axis Sl Asus = < = akys" 
1 T aok 1 + (o PIE 1 + dou 1 + (o PIE 


Aa 
Din principiul inducției se obţine că a, > as Şi as, <a, VneN. 
Aşadar subşirul (a,,..) este monoton descrescător, iar subşirul (a,,) este 


monoton crescător. Dar O<a, <1, VvneN şi astfel se obţine că subşirurile 


(a...) şi (an) sunt convergente. Fie x = lim îs ŞI y= lim a- Din relația 


de recurenţă, pentru n par şi apoi pentru n impar rezultă relaţiile x = — 
+y 


ŞI Jail de unde se obține că x=y. În concluzie şirul (a) este 


1+x 
PON a y su ce at pi e AES 
convergent, subşirurile (a,,) şi (a,„ı) având aceeaşi limită /= Ea 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


Al. 


DI. 


D2. 


EXERSARE 
Să se studieze convergenţa şiru- 


a, -2a, +2, n>1; 
rilor (an) date de relațiile de recu- 


a 


n+1 7 


1 
rență şi să se afle limitele acestora: c) a =0, anı = zt l, n21; 


a 
a) a =1, a d) a, =2, a, = 2 n>1 
+a, EI iz e IP DR dacă 


b) a, e(1,2) şi 


Să se studieze convergenţa şiru- J2 11 
rilor (an) date prin relațiile de re- d) a = 4? an+ = 242 tan nl; 
curență, iar în caz de convergență e) a, =0, a,=1, 18% =12%= +5®, 


să se afle limitele acestora: 
nel; 


3 
a) a, e (0, 1), anı =āan -an > n2 l; 1 > 
f) x; =a, Xn 2J t*n „n>2. 


2a 
îs iara aa a tt de (Olimpiadă locală, 1988) 
c) a, =0, au = 6-a, n21; 

DEZVOLTARE 

Fie f:[a,b]—[a, b] o funcţie mo- a) Să se arate că subşirurile (x2,..) 
noton crescătoare şi (x,) un şir, ast- şi (x2,) sunt monotone. 
fel încât x, e[a, b] şi x, =f(x,), b) Şirul (x, ) este convergent? 
nzi. 
a) Să se arate că (xa) este mono- D3. Să se studieze convergența şirurilor: 
ton crescător dacă x, <x,, şi mo- a) XS Xa =ln(1+x,), n21; 
noton descrescător dacă x, > X3. b) x, = E, Xp = Xn +2™, nal; 


3 

b) Să se arate că şirul (x,) este 1 

ce) x =1, X1 =1+—, nel; 
X 


n 


convergent. 


d) x, =2, x u= 32nn. 


Fie f :[a, b] > [a, b] o funcție mono- 
(Olimpiade locale, 1983) 


ton crescătoare şi (x,) un şir, astfel 


încât x, e[a, b] şi x, =f(x,), n21. 


10.4. NUMĂRUL e. ȘIRURI CU LIMITA NUMĂRUL e 


Situaţie-problemă 


O persoană are nevoie pentru o investiţie derulată pe o perioadă de 


timp t, de o sumă S. Această investiţie i-ar aduce în final avantajul triplării 
sumei investite. 


151 


E Elemente de analiză matematică e |. LIMITE DE FUNCŢII 


Apelând la un creditor pentru suma S, i se impun următoarele condiţii: 

e Datoria generată de împrumut trebuie plătită o singură dată la 
sfârşitul perioadei stabilite. 

e Dacă perioada de timp i s-ar considera împărțită în n părți egale, 
suma datorată la sfârşitul fiecărei părți din cele n va fi egală cu suma 
datorată la sfârşitul părții anterioare majorate cu a n-a parte din aceasta. 

a) Cât ar plăti la final această persoană dacă perioada de timp ar fi 
considerată împărţită în 1, 2, 3, ... respectiv n părți egale? 

b) Cât de mare ar putea fi datoria ce trebuie plătită la final în aceste 
condiţii? Suma S investită ar aduce profit în condiţiile acestui împrumut? 


Pentru a da răspuns întrebărilor puse să analizăm cazurile particulare: 


a) * Pentru n=1 avem S, =8+2=28. e ooo 
0 t 
* Pentru n =2 avem, (figura 1): S S, S, 
— m 
Ses S PE şi 0 t t 
2 2 = 
s 1 1 2 2 Figura 1 
3-8, +-s,|1+7]-s(1+2]. S S, S, S, 
* Pentru n =3 avem, (figura 2): 0 t 2t t 
2 3 3 
TE E 4 Sasa şi Figura 2 
3 3 3 3 
i S S S S S S 
s, =5,+Š=s(1+) OR, NR REL E 
a 0 i Š k pett 
n n n n 
* Pentru cazul general avem, (figura 3): Figura 3 


5|= 


s,=8+8-8(1+4), s, =8, +2 -8,(1+4)=s(14 
Ti T n n 


5, =s(1+1) 
n 


După cum se observă în calculul sumei finale S, apare şirul (x, ), 


x =(17) „neN. 


2 
, şi în final 


n 
: DY: 9 
b) S-a obținut că S, =S|1+—|,n>1. Deoarece x, =2, x, Zo 
n 
X; ST aS, X, Se ogi deci X; < X, < X; < X4. 
27 256 
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Investitorul ar putea considera că suma finală plătită ar fi cu atât mai 
mare cu cât n ar fi mai mare. 
Aşadar, suma maximă plătită ar depinde de limx,, dacă aceasta există. 
no 


Pentru şirul (x, ), x, = f + 2) , avem următorul rezultat: 
n 


m TEOREMA 25 (Daniel Bernoulli [2]) 
Fie (x,), x, = 


a) şirul (x, ) este monoton strict crescător; 


b) şirul (x, ) este mărginit: 2<x, <3, VneN; 


c) şirul (x, ) este convergent. 


Limita şirului (x) x =[ 17) se notează cu „e“ după numele 
n 


matematicianului elveţian Leonhard Euler (1707-1783). Numărul e este un 
număr irațional şi are valoarea aproximativă e ~ 2,718281. 


Revenind la problema anterioară vom avea că: 
lim $, =S-lim £ + 2) =S.e<3S, deci împrumutul aduce profit în 
n-o n> n 

condițiile specificate. 


ALTE ȘIRURI CU LIMITA NUMĂRUL e 


Şirul (e,), (e,) = f + 1) este şir convergent. Aplicând direct operaţiile 
n 


cu limite de şiruri se obţine că lim|1+— | =1*, care este o operaţie căreia 
Ş z n> n i 


nu i se atribuie nici un sens. 


- ; 1 
In soluționarea cazurilor de nedeterminare 1”, şirul e, (ră) ; 
n 
n >1 are un rol important. 
1. Fie (x, ), x, eN şi limx, =+o. Atunci tafa +) =e. 
n> n> X 


n 


Într-adevăr, (x,) este un subşir al şirului de numere naturale, iar şirul 


(a,),a,= (až) este un subşir al șirului (e,). Rezultă că lima, = lime, =e. 
X n-o n-o 


n 
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1 Y” 
2. Fie (x), x, >0 şi limx, =+%. Atunci if 1+ 2] = e. 


Intr-adevăr, fie y, = FE partea întreagă a numărului x,. 


Deoarece x, —1<y, <x,, rezultă că lim y, =+0 şi 


n? 


1 se pe IAF EY 1 
1+ J 1+ <|1+—]| <|1l+—]| E 
1+y, 1+y, x, Ya Ya 


Prin trecere la limită în inegalitățile anterioare rezultă că: 


e < lim k + 1) <e, şi astfel se obține limita cerută. 
n> Xa 


Proprietatea (2) este adevărată şi dacă şirul (x,) are limita +%, dar 
nu toți termenii săi sunt pozitivi. 
Într-adevăr, deoarece lim x, =+%, atunci în afara vecinătății V = (0, +0) 
n> 
a lui +%, există un număr finit de termeni ai şirului (xa). Cum limita unui 


şir nu se schimbă prin înlăturarea unui număr finit de termeni, rezultă că 


lim ( 23 =e. 
n> X, 
1 


3. Fie (x,) un şir cu limx, =0. Dacă şirul (y,), y, =(1+x, e 


n> 
1 
este definit, atunci: lim(1+x,)= = 
n>a 


Acest rezultat mai general poate fi folosit pentru calculul limitelor de 


şiruri în cazul de nedeterminare 1°. 
Astfel: 


e Dacă (x,), (y,) sunt şiruri de numere reale astfel încât limx, =0, 


XnYn z 
limy, =+%, atunci lim (1 + x)” = lim a + x.) | = pal 


no n= n> 


Să se calculeze: 


n 2 n+2 
a) lim| 1+ ; b) lim| — 
n= no | nl + 1 
Solutie 
n+l 2 
A lim > 


a) Se scrie lim + 
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2 n+2 (2) Jim (n+2) p 3 
b) [+ n 1) =e” (E sai 
+ 


4. Dacă (x) este un şir de numere reale nenule, cu limx, =0, 
atunci: 
In(1 is 
. e lait) - lim ! Ina, ae(0,+c)N(1); 
n> X, n> Xa 
. În (lie mal e rek. 
n> X 


n 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se calculeze limitele şirurilor (an): E 
ní +2n? +1 |n 
2 n 5 n+l b) a, =] ; 
a)a, =|1+—| ;b)a, =|1+ ; n +n’ +3n 
n +1 -3n 
2 0P” c) a, = 3+1 -27”; 
c) a, =| 1+ : n 
n+1 n+1 
1” d) a, =(1+žsin 2t) . 
d) a, (+ z ) ; n 3 
n +1 
At [+ E E3. Se consideră şirul (a,), 
nl a Ea | 1 
2 a, = +—+ ++ , 
n V 1-3 2-4 3-5 n(n+2) 
f) a, =|1+—— i 
2n“ +1 Să se calculeze: 
n n+l a) lima,; 
g2) an= n+5 si pati a 2n+3 PaE 
n+2 2n+4 1 n+l 
2 b) lim 2” (a. 1) . 


2 n'-l 
n inte) A paR 
E bd 


E4. Să se calculeze limitele şirurilor: 


2+/n 
j) an =( X ) ; a) an=n-m(1+4); 


n 


k [e] b) an =(a+t)-m(14 = } 
) a, = i n 


"| 2n+2 i 
2 Inetta n? +1), 
E2. Să se calculeze limitele şirurilor (a, ): c) a, =n" -In i zi E Y 
1 1 LT 2 3 
a) a, = + +.. + ; d) a, =n?-sin—-In 2 k 
1.2 2.3 n(n+1) n n 
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E5. 


Al. 


A2. 


Să se calculeze limitele şirurilor: 3/3 —1 
5 a, =n(32-1); c) iasa a, =n(%5-4); 
b) a, =n(Ya -1), a >1; e) a B-V. pa Z EEE LAN 
n 5 E 1/3 2 n 2 3 
APROFUNDARE 
Fie (a,) şi (b,) şiruri de numere > Timo [ 22+ E e ca 
ab area c) lim =e; 
reale astfel încât: nol n2+3n-—2 
d pl A adi 
... . 2 -n 
Jn? +1 Jn? +2 Jn èn d) lim an +2n+a+l =e, 
b, =n. n>) bn?+3n+1 
E) 17 
Să se calculeze lim(a,)”” : e) lim n +a” _ n” +b-b” E gan 
Se no n+1 n+2 
Să se determine constantele a, b € R, A3. Fie (a,), a, = 1 S 1 $ 1 RR 1 PAT 
în cazurile: 1 2 3 
ntaj’ a) Să se arate că (a,) este conver- 
a) tim( ) =e; 
n>x| n+3 gent. 
i b) Să se arate că: 
n +an+6 
b) lim ————| =e; i 1 1 1 E 
im rante) im gta = In2. 


(DD) OPERAȚII CU ȘIRURI CARE AU LIMITĂ 
11.1. SUMA ȘIRURILOR CARE AU LIMITĂ 


Fie (a, ), (b,) şiruri de numere reale. Atunci au loc următoarele situaţii: 


lima, lim b, Hii (a, + b,) Scrierea simbolică a 
zidi iati du operaţiei 
ack be a+b a+b 
ae +0 +0 a +0 = +0 
acR —00 —00 a — œ = —00 
+90 eR +0 +00 + b = +0 
—00 be —00 —00 + b = —o0 
+00 —00 Cazuri de nedeterminare. Operaţiile 
—00 +0 (+0) +(—0) şi (—œ)+(+0) nu au sens 


In cazul limitei sumei există cazul de nedeterminare W% 


I Exemple 


a) Fie a, =n°+3n, b,=3-n. Rezultă că a,=+b,=n°+2n+3 şi 


lim(a, +b, ) = +%. 


n= 
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b) Fie a, =n+(-1) şi b, =-n. Atunci a, +b, =(-1)', care nu are limită. 

c) Fie a, =n+o,oeR, b,=-—n. Atunci şirul sumă a,+b,=o, are 
limita a. 

d) Fie a, =n+3, b, =-2n. Atunci a, +b, =-n+3 şi lim(a, +b) =. 


DU] REŢȚINEM! 
Dacă şirurile (a,) şi (b,) au limită, iar suma limitelor are sens în R, 
atunci: lim (a, + b,)= (lim a,)+ (lim b,). 


Să se calculeze: 


a) lim(yn+1-yn); b) ia| ne) 


n> 


Solutie AÁ Temă 
a) Cazul œ-œ. Avem succesiv: Calculați: 


a) lim( az zi - n); 


n+l-n 
Der Va) la 5 


n? 
e E: b) ina» = -a) 
= IM — n> n+ 
noo Vai +a 


b) Cazul œ-œ. Avem: 
2 2 2 
| n n +1]=lim(” = Hant) im t =o, 


no n+1 ao n+] 


11.2. PRODUSUL ȘIRURILOR CARE AU LIMITĂ 


Fie (a, ) un şir de numere reale care are limită şi a eR. Atunci au loc 


următoarele rezultate generale: 
Produsul cu scalari: 


lima, z% m (a za, ) Scrierea simbolică a 

TRA iasi operaţiei 

te ack l-a l-a 
+0 a > 0 +0 a (+00) = +00, a > 0 
+00 a <0 —00 O: (+00) = —0, a <0 
—00 a > 0 —00 O: (—20) = —0, a > 0 
—00 a < 0 +0 o: (—00) = +0, a < 0 
+0 a=0 În aceste cazuri, şirul (a«-a,) este şirul nul 
—00 a =0 şi limita sa este 0. 
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Produsul a două şiruri cu limita infinită: 


lima, lim b, lim (a, -b,) Scrierea simbolică a 
iii AR iii operaţiei 
+00 +00 +00 (+0) : (+0) = +00 
+00 —00 —00 (+0) (—0) = —00 
= Su zgo (—0) - (+0) = =% 
= = = (ee 


Produsul a două şiruri care au limită, unul dintre acestea fiind convergent: 


lima, limb, lim(a,-b,) | Scrierea simbolică a operației 
n= n=% 1500 n n 
a>0 +0 +0 a- (+0) = +co, a >0 
a<0 +0 —00 a -(-t0) = —o a <0 
a>0 —0 —0 a:(—00) = —%, a >0 
a<0 —00 +00 a.:(—0)=-+c0, a <0 
0 +00 In acest caz se obține o nedeterminare. 
0 ee Operația 0-(+0) nu este definită. 


In cazul limitei produsului există cazul de nedeterminare 0- %. 


1% Exemple 
a) a, = EU b, =n. Şirul (a, -b,), a,-b, =(-1)", nu are limită. 
n 


b) a, =n?, b, ==. Rezultă că lim (a,b, ) =a € R. 
n n> 


c) a, =nf, b, = 1. Avem lim (a,b, )= lim n = +o. 


n> 


5 


d) a, =n*, b, = Ra Avem lim(a, -b, ) = lim(-n) = —%. 


n =o n> 


L REȚINEM! 
Dacă şirurile (a, ) şi (b,) au limită şi dacă produsul limitelor are sens 


în B, atunci: lim(a, b, )=(lima, )-(limb, )}: 


11.3. CÂTUL A DOUĂ SIRURI CARE AU LIMITĂ 


Fie (a,) şi (b,) două şiruri care au limită, astfel încât şirul 2) să 


fie definit. 
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Cazul în care şirurile sunt convergente s-a tratat la operaţii cu şiruri 
convergente. 
În cazul în care cel puţin una dintre limitele şirurilor (a, ) şi (b,) este 


infinită, avem situaţiile: 


f f SE: | Scrierea simbolică a 
lima, limb, lim — E 
n-o no n>% þh operaţiei 
n 
a a 
a e lb +0 0 Z =0,—-=0 
+0 —0 
+00 +00 n +0 +%0 —%0 —00 
. Operaţiile Ş i 
—00 —00 Cazuri de Hoo —00 +0 —00 
+0 —0 nedeterminare | nu sunt definite, fiind consi- 
—00 +0 derate operații fără sens 


Aşadar, în cazul limitei raportului a două şiruri rezultă cazurile de 


nedeterminare 2 şi 2 
0 00 


I Exemple 


a) a, =na, b, =n. Atunci lima = 0. 


n= 


o A 4 
b) a, =n°, b, =n. Atunci lim-*=limn = +o. 
n> n> 
n 
2 PE» aal 
c) a, =n, b, =n. Atunci lim — =lim—=0. 
n> m non 


d) a, =-n?,b,=n. Atunci lim = lim(-n) = =. 


e) a, =2n+1 +(-1)° -n,b, =2n+1 -(-1)” -n. Şirul (è) are subşirurile an Pa 
n 2n 
San cu limita 3 şi Ai l cu limita 2 În acest caz şirul An | nu are limită. 
n+1 m1 23n+l 3 b, 


L REŢINEM! 


n 


Dacă şirurile (a,) şi (b,) au limite, iar şirul 2) este definit şi 


n 


raportul limitelor are sens în R, atunci: 
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11.4. RIDICAREA LA PUTERE 


Fie (a,) şi (b,) două şiruri de numere reale, astfel încât şirul (a,”) 
să fie definit şi a =lima,, b=limb,. 


Pentru şirul putere (a,”) avem situaţiile: 


lim a limb Üm ( a ™ ) Scrierea simbolică a 
Be ST te LA ” operaţiei 
+0 +0 +0 (+0) =+% 
a>1 +0 +0 a” =+%,a>1 
a>l —00 0 a” =0,a>1 
O<a<1 +0 0 a™ =0, ae(0, 1) 
O<a<l 0 +0 a” =+%, a e(0, 1) 
+0 b>0 +00 (+0) = +00, b > 0 
+0 b<0 (+0) =0, b<0 
0 +00 0°” = 
+0 —00 (+0) =0 
1 anis A | Operaţiile 1°”, 1”, 
1 —00 In aceste cazuri avem o go 
+00 0 nedeterminare (+0) , 0° nu sunt 
0 0 definite 


Cazurile 1%, œ°, 0 sunt cazuri de nedeterminare. 


IF Exemple 


a) a, =1+%,b, =n. Atunci im 1+ =e",uz0. 
n n—% n 


1 e K 
b) a, = h + 1), b, =n°. Atunci limf1 E 1) se = +, 
n n> 


n 


2n+1+(-1)"-n 
c) a, =1+ ca b, =2n+1+(-1)"-n. Atunci lim h + 1) nu există, 
n n—> 0 n 


6n+1 
z b pY a i 
deoarece pentru n par se obține a, ” (ra) cu limita e*, iar pentru n 
n 


2n+2 
impar se obține c, = h + ) cu limita e. 


2n+1 
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© OBSERVAȚII 


e Cazul 1” se soluţionează folosind 


şiruri care au limita numărul e. 


e Cazurile o" şi 0° se pot aduce la cazul 0. oœ. 


< bn . . 
Dacă avem c, =a, ”, atunci putem scrie c, =€ 


rezultatele: 
a) Dacă x, e(0, œ), limax, =0, 


no 


b) Dacă lim x, = +, atunci lim l 


ba'Inan 


şi se au în vedere 


atunci limx, lnx, =0. 


n> 


nx, 


a0, 
n> n> Xa 
EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
E1. Să se calculeze limitele şirurilor (aa): ) a-n? +ßB-n?+n 
c) a, = ; 
a) a, =n2-n; 2n? +1 
3 2 
b) a, =—n5+2n3; d) a, a'n +ß-n +1 
a a:n2+3n+1 
c) a, =-4n"+3n-l; 
d) a, =4nt-5n%+3. E4. Să se calculeze limitele şirurilor 
E2. Să se calculeze limitele şirurilor (a, ): (a.): 
3 3 
Dapa 2-3 TA a e): 
O n?’ "Amon (n+1) +(n-1) 
n(12 +2 4824 „n? 
c) a _ 2n? +5n-1, _ 7-2n-n5 b) a, = z>? 
E T IER SR [1+3+5+..+(2n-1)] 
E3. Fie a,BeR. Să se calculeze limitele ) 1-3+2-4+3-5+...+n(n+2) 
c) a, = ; 
şirurilor: ” 1-2+2-3+3-4+..+n(n+1) 
2 
a) ipa a EAE d) a _(n+1)+(n+2)+..+(n+n), 
Sirene nT O I44+T+.+(30-2) 
Wa a-n2+2n+1 EN aid i 
n“ z +3+5+...+(2n-— 
2n? +3n-1 e) a,= (2a-1)_n+1 
n+1 2 
APROFUNDARE 
A1. Să se calculeze limitele şirurilor (a, ): e) a, = n+1-Vn):nP, peN; 
a) a, n, fa, = (ln +n -n?)-n?; 
1+Vn 
n+1+Vn k| |n+2 n 
b) a, = -= A=; a =n — , k eN; 
) Nn+2+yn+1l 2) | n+1 Ei 
Giara Nn2 +1 h) a Vn? +n —Vn2+1 


Jn tsen. 


d) a, = Vn? +n+1-Vn? +1; 


~ Jn? +2n -Vn? +2 
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A2. Să se calculeze limitele şirurilor (a,): A4. Să se determine parametrii reali a 
şi b, astfel încât şirurile (a,) şi 


a) an = 1427” (b„) să fie simultan convergente: 
b) 2483+, a) a, =ayn+5+by9n+5-y4n+3, 
Sin b, = aV9n +3 —by25n +30 + /64n +15; 
c) P b) a, =(a?+b)yn+4-yn+9, 
7-3" +5" 
2n 43.4” pn? b, =av9n+8+b?yn+5-3yn+4. 
da ua A li Sile 
kag 3.2" +4.7 
ar42” A5. Să se calculeze limitele şirurilor (a,): 
e) a, =———,a>0; 
37 +2” a) a, = Ñn? +n -n; 
antl + puri sr z E z 
f) a, = ———,a,b>0; b) a, = În +n + sn -n2; 


a” +a2+8 c) an = n(Yni +2n - Vn? +2); 
g) an =—; a>0. 
a™ +2a“ +4 


d) a, = n(n’ +3n + n -3n5 ). 
A3. Să se determine parametrii a, be 


ER, astfel încât: A6. Să se calculeze: 


n?+n+1 ` 
i w—ma . aan = . 1 
a) limf ma aa b|=1; a) ima( cos) ; 
n? 2, 
b) lim -n |=]; F 5 z 
) n>o| n+a b) lim(n +1) +1 
. [n°+a-n b-n? q in?n 
c) lim = =3; zau [Ale 
) lim n+2 a c) tmf) ; 
d) lim(ayn+3 + n+1)=0; FA = 
ie d) tim[ 3 ) 
e) lim | a n+2+(a?+a-3)vn ]=0; noeln'+3 
no 
[(20-a?°)n? +2n +3 
f) lim =2, 
no 2n+1 


11.5. LEMA LUI STOLZ-CESARO 


m TEOREMA 25 (Stolz-Cesaro [2]) 
Fie (a,) şi (b,) şiruri de numere reale, astfel încât: 


a) şirul (b,) este strict crescător şi nemărginit, cu termenii nenuli; 


n 


b) şirul (e, ), e = na a are limita / €R. 


Atunci şirul e are limită şi lim în = 


n= b 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se calculeze limitele şirurilor (a, ): ) 14 +24 +344.. +n 
e) a, = ; 
lnn ln2+ln3+...+lnn n? 
a) a, =—; b) a, = ; 1f 1 1 1 
n n+i f) a,= | + Pat ) 
1f 1 1 1 n(1+y/2 vV2+4/3 — Vn+/n+1 
c) a, =>] 1+=+=+.. + l; 
n 2 3 1) 1 1 1 1 
g) a, =—|1+=+> +... + > 
d) Al 1 1 1 1 ) n 3 5 2n-1 
ägs +-+ tt ; 
n\ vi v2 v43 vn 
APROFUNDARE 
A1. Fie (a,) un şir de numere reale şi lină Esi. există, atunci lim ya, = 
` n>% a no 
lima, =4. E 
ai a +1 
= lim ~=. 
Să se arate că lim 22t] tân — p n-o a 


n 
no n 


A4. Să se calculeze limitele şirurilor: 
a) a, = Yn; b) a, =Ynj; 
strict pozitive şi lima, = 4. 


zar ynl al 


A2. Fie (a,) un şir de numere reale 


Să se arate că: c) an = n ; d) an =} +1 
lim Aa. "az ag... ax = 4 En)! 
e) an Fn a? 
Ă (mn!) 
A3. Fie (an) un şir de numere reale 
strict pozitive. Să se arate că dacă f) a. = n (n +1)(n+2)...(n + n). 
= DEZVOLTARE 
D1. Fie (a,), (b,) astfel încât: şi are limita Z. 
a) lim a, = lim b, =0; (Lema lui Stolz-Cezaro, cazul 2) 


b) (b„) este strict descrescător; 
) ( a) ? D2. Să se calculeze limitele şirurilor: 


c) şirul (cn), Ca = Ama, nen este a) a =n] In2- 1 1i 1) 
bası =bn P n+1 n+2 2n) 
convergent şi limc, = £4. 
nage b) an =ne- d-i- E} 
0! 1! 2! n! 


n 


Atunci şirul (e) este convergent 


n 


TESTE DE EVALUARE 
Testul 1 


O Să se precizeze valoarea de adevăr a următoarelor propoziţii. În cazul 
propoziţiilor false, să se dea un contraexemplu. 

a) Orice şir monoton este mărginit. 

b) Orice şir mărginit este monoton. 
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c) Orice şir convergent este monoton. 

d) Orice subşir al unui şir monoton este monoton. 

e) Există şiruri monoton crescătoare care au cel puțin un subşir monoton 
descrescător. 

f) Suma a două şiruri monotone este un şir monoton. 

g) Diferenţa a două şiruri monoton crescătoare este un şir monoton 
crescător. 

h) Suma a două şiruri nemărginite este un şir nemărginit. 

i) Orice şir divergent este nemărginit. 

j) Orice şir nemărginit are limita +œ sau —oo. 

k) Produsul a două şiruri care nu au limită este un şir care nu are limită. 

1) Dacă două şiruri sunt convergente, atunci raportul lor este un şir 
convergent. 

m) Dacă pătratul unui şir (a,) este şir convergent, atunci şirul (a,) este şir 


convergent. 
n) Dacă un şir convergent are toți termenii diferiți de zero, atunci limita sa 
este diferită de zero. 


Testul 2 


O 1. Să se studieze monotonia şi mărginirea şirurilor (aa): 


—] n n 2 
a) aa; b) T E c) a, = aek 
n+3 n+2 
(3p.) 
1 n 
O 2. Se consideră şirul (an) astfel încât: a, = 3 ani = 2a, + (-1) n21 
Í ; 2 Ton n 
a) Să se arate că a, = SE +(-1) | n21. 
b) Să se studieze convergența şirului cu termenul general b, = Aa 
a2n+1 

2p.) 


O 3. Să se calculeze limitele şirurilor cu termenul general: 


2 n 3 n 4 n+1 i z 
a) an =( ) | { ) ; b) an = sin(nV4n +a-1). (2p.) 


3 2 9 


n 2 n+l 
Q 4. Să se calculeze limita şirului (a,) dacă: + 2n ) <a, < e nèl. 


Testul 3 


O 1. Să se studieze convergența şirurilor (an) şi în caz de convergență să se 
calculeze limita acestora: 
1 1 1 2n 4+3» 


= ta ; b) a, =| —— | . 3p. 
L4 25 ta(n=+3) A CR 
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O 2. Să se determine valorile parametrilor reali în cazurile: 


| 245a 1 b:n+3Y 3 
a) lim ———— ==; b) lim| a+ =e". 2p. 
) n> 3” +10™! 2 ) tim( n? +1 ) (2p.) 
O 3. Să se calculeze: 
Nn+2 —2in+1l 
a) lim(yn +2 —2yn +yn+1]; b) lim =A L, 2p. 
lim( ) n>% Jn +3-3Vn +2 i 


O 4. Să se calculeze: lim È m(1- 1 Í 
n> k2 


k? 


(2p.) 


(ID) LIMITA UNEI FUNCȚII ÎNTR-UN PUNCT 


Fie f:D-—I o funcție reală de variabilă reală şi x, un punct de 
acumulare al mulțimii D. 

După cum se cunoaşte, pentru orice vecinătate Ve% (xo), există 
puncte xe Dn (v N (x) în care funcţia f este definită. Altfel spus, funcţia f 


este definită în puncte „oricât de apropiate“ de punctul x,. 


Se pune, astfel, problema comportării funcţiei f în vecinătatea 
(apropierea) punctului x,. Aceasta înseamnă a studia ce se întâmplă cu 


valorile funcţiei f pe vecinătăți oarecare ale punctului x, (chiar şi în 
cazurile în care f nu este definită în x, ). 

Să analizăm următorul exemplu: 

Fie f:R— R, f(x) =1-x şi punctul x, =1, punct de acumulare al 


domeniului de definiție. 
Vom studia ce se întâmplă cu valorile funcției f când x se află într-o 
vecinătate U e / (1) „oricât de mică“. Considerăm U =(1-s,1+e),£>0, o 


vecinătate a punctului x, =1, (figura 1). 


Figura 1 
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Se observă, lecturând figura 1, că pentru e >0, valorile funcţiei f vor 
aparţine mulţimii V = (-e, £) care este o vecinătate a punctului 0. 


Aşadar, intuitiv, putem spune că valorile funcției f sunt mereu într-o 
vecinătate a punctului 0, pentru oricare e> 0. 

Folosind un alt limbaj vom spune că dacă „x tinde la 1“ atunci „f (x) 
tinde la 0“. 

Mai mult, fie V o vecinătate a punctului 0. Atunci există un interval 
I=(a, b) astfel încât 0eIc V, (figura 2). 


Figura 2 


Lecturând figura 2 se observă că există intervalul U = (c, d), 
vecinătate a punctului x, =1, cu proprietatea că pentru oricare xe U aD 
rezultă că f(x)e(a, b), deci f (x) eV. 

Vom spune că numărul /=0 este limita funcţiei f în punctul x, =1 şi 
vom scrie limf (=) =0. 

Proprietatea desprinsă în cazul acestei funcţii defineşte o nouă 
noţiune importantă în cadrul analizei matematice. 


< DEFINIŢIE 
e Fie f : D > R, x, € R un punct de acumulare pentru mulțimea D şi / e R. 
Numărul / se numeşte limita funcției f în punctul x, dacă pentru 
oricare vecinătate Vev(/), există o vecinătate Ue%(x,) cu 
proprietatea că pentru orice x € Dn (U X (x) rezultă că f (x)e V. 


Se foloseşte notația lim f (x)= /. 
© OBSERVAȚII 


e Aşa cum s-a specificat, problema existenţei limitei unei funcţii f : D —> R 
în punctul de acumulare x, eD' se pune chiar dacă funcţia f nu este 
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definită în x,. În acest caz restricţia xzx, din definiţie nu mai este 
necesară. 

e Dacă mulțimea D este nemărginită superior sau inferior, atunci x, poate 
fi +œ, respectiv —o0. 

e Dacă x, nu este punct de acumulare pentru D, atunci nu se pune 
problema limitei funcției f în x. 


Astfel, într-un punct izolat al mulțimii D nu se pune problema limitei. 
e Limita funcției în punctul x, dacă există, este unică. 


Definiţia limitei unui şir este conținută în definiția limitei unei funcţii 
într-un punct. Mai mult, folosind limitele de şiruri se poate caracteriza 
existenţa limitei unei funcţii într-un punct. 


m TEOREMA 27 
(Eduard Heine (1821-1881), [2]) 
Fie f: D >R, x,€D' un punct de acumulare 


| 3 à Eduard HEINE 


(1821-1882) 
matematician 


pentru D şi /e R. Următoarele afirmații sunt 
german 


echivalente: 
1. lim f(x) =k 


Are contributii în studiul 
numerelor iraționale, conver- 
gentei şirurilor, funcțiilor 
continue. 7 


2. Pentru oricare şir (x,), x, €D\{x,} cu 


limx, =x, rezultă că limf (x, )= 4. 


n= n 


Această teoremă dă posibilitatea folosirii tuturor rezultatelor studiate 
în legătură cu calculul limitelor de șiruri. 


© OBSERVAȚII 


e Pentru a determina limita funcției f : D >R într-un punct de acumulare 
X, al lui D este suficient să cunoaştem limita unui singur şir (£ (x, )), 
unde x, €D\{x,} şi lim x, =X% 

e Funcția f:D >R nu are limită în punctul x, în una din situațiile: 

a) Există un şir (x,), x, € D\ {x,} cu limita x,, astfel încât şirul (£ (,)) 
nu are limită. 

b) Există şirurile (x,), (ya); Xa» Ya €D\{x,} cu limita x, astfel încât 
şirurile (£ (x, )) şi (£ (y, )) au limite diferite. 
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Probleme rezolvate 
1. Să se studieze existența limitelor funcțiilor f în punctele specificate: 
a) f : R — R, f(x)=x" +3x, Xy 2: 
1 
b) f: (0, +0) > R, f(x)==, x, =0. 
xX 
Solutie 
a) Punctul x, =2 este punct de acumulare pentru R. Dacă (x) este 
un şir de numere reale, x, cRN\N {2}, şi limx, =2, atunci se obține 
f(x, )= x, +3x,. Folosind operațiile cu limite de şiruri obținem: 
limf (x, )= lim (x, + 3x, ) =2*+3.2=10. Aşadar funcția f are limită în 
punctul x, =2 şi limf (x) =10. 
b) Punctul x, =0 este punct de acumulare pentru mulțimea (0, + %). 
Fie (x, ) un şir, astfel încât x, e(0, +œ) şi limx, =0. 


Atunci lim f(x) = lim 1 = 1 
n> n>% x 0, 


n 


= +0. Aşadar funcţia f are limită în 


Xp =0 şi limf (x) = +00, 


2. Să se arate că funcţiile f nu au limită în punctele specificate: 
a 1 
a) f: R >R, f(x)=—, xX, =0; 
xX 


b) f: R >|-1, 1], f(x) =sinx, X) = +0. 
Solutie 
a) Vom arăta că există două şiruri (x, ), (ya), cu x,y, e și lim x, = 


=0, limy, =0 pentru care şirurile (£ (x,)) şi (£(3,)) nu au aceeaşi limită. 


} a 1 1 "E : = 3 
Considerăm x, =-—,y,=—,neN' şi se obţine că f(x,)=-n, f(y ,)=n şi 


n n 
limf (x, )= 0, limf (y,)= +00. În concluzie funcţia f nu are limită în x, =0. 


n> n> 


b) Considerăm şirurile (x„), (y„) cu termenii generali x, = A 2nr, 
T , . y Ey T 
ja a 2nn şi se obține că f(x,)= sin( Z + za = sin = 1, Riga) 


= sin(-2 + zar = sin -5) = —1. Aşadar f nu are limită la +o. 
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3. Să se arate că funcţia f :R >R, f(x) z 


în nici un punct x, €R. 


Solutie 
Fie x €R şi (x„),(y„) două şiruri de numere reale astfel încât 


x, EQ, y, eRNO, şi limx, =limy, =X,- 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


El. 


Al. 


1, xeQ 
0, xeR\Q 


nu are limită 


Atunci f(x,)=1, f(y,)=0, neN' şi rezultă că şirurile (£(x,)), (f(x, )); 


au limite diferite, deci funcția f nu are limită în punctul x,. 


Să se calculeze: 
a) lim (2 +3x); b) lim (x? +3x); 


x—l x—>+0 


c) lim 
x—2 (x -2 


. 2 
F sin x ; 1 

e) lim ——— ; f) lim A 
ot 1+ cosx x UCOSX 


z>? 


EXERSARE 


E2. Să se determine constanta reală a 


pentru care: 


2 
alim ž t8 con b)lim* 12t 3; 
x>l1 1+x x>2 2x+3 
sin(x? +ax) 2 
c) lim — ~~ =7; 
x>0 x" +ax+x 3 
d) la NES al 


sa (Jx-1+a)(x-2) 4 


APROFUNDARE 


Să se arate că următoarele funcții 
nu au limite în punctele specificate: 


a) f: R\{0} >R, ala) =sin( 1. x =0; 
X 
b) ef a 2)> R, 
f(x)=tg 7> xo =]; 
sta x<0 , 


c) f:R>R, f(x)= x , în 
cosx, x20 


Xo =0 şi Xo = +0; 


d) f:R>R, f(x)=[x], x €Z. 


A2. Să se arate că următoarele funcții 


nu au limită în punctele speci- 
ficate. Există puncte în care func- 
țiile au limită? 


2, xeQ 
f:R>R, f = 3 
a) E (=) F xeR\Q 
Xo = 3; 
b) f:R >R, 
2 
f (x)= an RER „Xo =. 
2x, xeRNQ 


(Olimpiadă, 1993) 
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(IE) Lire LATERALE 


Fie f:D-—R o funcţie reală de variabilă reală şi x, e D' un punct de 


acumulare al mulțimii D. 


«e DEFINIŢII 
e Numărul /,eR se numeşte limita la stânga a funcţiei f în x,, dacă 


pentru oricare şir (x,), x, eDn(-o,x,) cu limx, =x, rezultă că 


n> 


limf (x„,)=£ 


e Numărul /, e È se numeşte limita la dreapta a funcţiei f în x,, dacă 


pentru oricare şir (x,),x, eDn(0,+o) cu limx, =x, rezultă că 


lim f(x, ) = fai 
Limitele la stânga şi la dreapta ale funcţiei f în punctul x, eD' se 
numesc limite laterale ale funcţiei f în x. 
e Pentru limita la stânga se folosesc notaţiile lim f(x) sau f(x, —0). 


e Pentru limita la dreapta se folosesc notaţiile lim f(x) sau f(x, +0). 


© OBSERVAȚII 

1. Dacă funcţia f are în punctul x, limite laterale, acestea sunt unice. Acest 
fapt rezultă din unicitatea limitelor de şiruri. 

2. Fie f:D—>R şi x, eD' punct de acumulare. Funcţia f poate să admită 
limită la stânga în x,, fără să aibă limită la dreapta în x, sau reciproc. 


I Exemplu 


Pi | 
Fie f:R>R, f(x)= ja a pa Pentru şirurile cu termenii generali 
X, x >0 
x, = 2i şi y, = sai 
= "87 


T 2nq ——+ 2nrn 
2 2 


limf(x,)=-—1 şi limf(y,)=1, deci funcţia f nu are limită la stânga în x. Se 
n> = n> i l 


care au limita O şi sunt negative se obține: 


obține uşor că lim f(x) =0. 
x>0 


3. Există funcții f:D-—R care nu au limite laterale în x, eD'. 
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tF Exemplu 
Sa xz0 
Funcţia f :R >R, f(x)= x” nu are limite laterale în x, =0. 


0, x =0 
4. Fie f: (a, b) >R. Atunci limita la stânga în a şi limita la dreapta în b, nu 
au sens, deoarece în acest caz (a, b) ^(-œ, a)=Ø şi (a, b) ^ (b, +œ) = Ø. 


Dacă f are limite în a şi b, acestea coincid cu limita la dreapta în a, 
respectiv cu limita la stânga în b. 


După cum s-a observat anterior, o funcție f :D— R poate avea limite 
laterale în x, e D' sau este posibil ca acestea să nu existe. 


În cazul în care limitele laterale există, ele pot fi egale sau diferite. 
Dacă limitele laterale există şi sunt egale, atunci funcţia are limită în x, 


egală cu valoarea comună a acestora, în caz contrar funcția nu are limită în x,. 


O REŢINEM! 

Fie f:D-—R o funcţie reală de variabilă reală şi x, e D' un punct de 
acumulare pentru D. 

Funcţia f are limită în punctul x, eD' dacă şi numai dacă limitele 
laterale ale funcţiei în x, există şi sunt egale. 


lim f(x)= 1 f(x —0)=7=f(x +0) 


XxX>X0 


Problemă rezolvată 


2 <1 
Fie f: R>, Es)-| a 


5 . Să se determine ae, pentru 
ax, x>1l 
care funcția f are limită în x, =1. 
Solutie 

Calculăm /, =f(x,-0) şi 4 =f(x, +0). Fie (x,),x, <1, un şir cu 


lim x, =1. Atunci lim f(x, )=lim(2x, +a)=2+a=4,. 


n= n 


Dacă (x,), x, >1, este un şir cu limx, =1, atunci limf(x,)= lim(a°x,) = 
e = PE 
Din condiția /, =/, se obține ecuaţia a° =a +2 cu soluțiile ae {-1, 2}. 


Aşadar limf (x) există dacă şi numai dacă ae {-1, 2). 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


E1. Să se verifice dacă următoarele 
funcții au limită în punctele speci- 
ficate: 


a) f(x A pa sf x=]; 


ax+1, x>T 


a) f : R“ >R, f(x) = 1, x e{0, La); x*+ax+b,x<1 
x b) f(x )= 2+x, x e(1 2), x =1 şi x =2; 
2x+1, x <2 
b) f: R> R, f(x)= „y= x’-a, x22 
5x, x>2 
x+a 
sinx x40 1» x<0 
o) f:R>R, f) x7, x=0. c) f(x)= masi „X9=0 
L x=0 < „x>0 
x+ 
E2. Să se determine constantele a, b e 
e R, pentru care funcțiile f: R — R 
au limită în punctele date: 
APROFUNDARE 
A1. Să se determine a,b e R, pentru care || A3. Să se arate că functia f : R > R, 
există limitele funcţiilor f : R > R: 1 i 
f(x) SI d emieeaăcu nu are limită în 
a) f(x )= (isa x>0, z F x zi 
x+a, x< o d iile 
b)f:R=B, EI 
2x +a, xs-l A4. Fief: RR, 
f(x)=33x°+bx, e(-1, 1), 
( ) ( ) x” aE, x0 
x? +2ax+1,x>1 f(x)= x . 
în x=-—lşix=1. 0, x=0 
A2. Fie f : R — R. Să se determine punc- a) Să se arate. ca dacă a < 0, funcția 
A ni è f nu are limită în x = 0. 
tele în care f are limită dacă: i Z ` : 
a , b) Să se arate că dacă a > 0, funcţia 
a) f(x) =|x|; b) f(x) =|x-2; fare limită în x = 0. 
c) f) = [x]; d) f(x) = max {1; x); 
e) f(x) = x-sgn(x); f) f(x) = x+[x]. 
DEZVOLTARE 


DI. Fie f : D > R o funcție reală de 
argument real şi x, € D' un punct 


de acumulare pentru D. 
Să se arate că dacă f este mono- 
tonă, atunci funcția f are limite 
laterale în xy. 

D2. Să se arate că următoarele funcţii au 
limită în orice punct x, din dome- 


niul de definiție: 
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a) f : R > Ñ, f(x) = a, a e (0,c)N(1); 
b) f : (0,0) >R, f(x) = log, x, 

e (0, æ)\ {1}; 
c) f : [0, 0) > R, f (x)= vz; 
d) f : R > R, f(x) = ax? + bx +c, a e R”. 
e) f: R >R, f(x)=sinx; 
f) f : R > R, f (x) = cosx. 
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D3. Fie f : D > R o funcţie reală şi numai dacă pentru oricare şir (x,), 
x¿€D' un punct de acumulare 


x, € D, x, < Xp, monoton crescător 


pentru D. por ERRA 
ý E 4 VENN şi lim x, = Xp, rezultă că: 

Să se arate că numărul /, este limita no 

la stânga în x, a funcției f dacă şi t =limf (xa). 


(IDD PROPRIETĂȚI ALE FUNCȚIILOR CARE AU LIMITĂ 


Teorema lui Heine referitoare la caracterizarea limitelor de funcţii cu 
ajutorul limitelor de şiruri permite extinderea unor proprietăţi ale limitelor 
de şiruri la limitele de funcții. 


[i] TEOREMA 28 (limita modulului) 
Fie f:D>R şi xyeD' un punct de acumulare pentru D. Dacă 


lim f(x) =/, atunci lim f(x) = |. 


Demonstrație 
Din condiția /=limf(x) rezultă că pentru oricare şir (x,), x, € D\{x,} 


X—X9 


şi limx, =x, avem limf(x,)=/. Din proprietatea limitei modulului unui 


n> ny0. 
şir se obține că: 
lim £ X | = 
n—o ( i: ) 


lim (x)= şi astfel lim |f (x)|= |e]. E 


LI REȚINEM! 


f(|- 


m TEOREMA 29 (Criteriul majorării, cazul limitelor finite) 
Fie f, g:D— R două funcţii reale şi x, € D' un punct de acumulare al 


lim 


X—x0 


lim f (x) , (limita modulului este egală cu modulul limitei). 


lui D. Dacă limg(x)=0 şi există /eR, astfel încât lf(x)-4|<g(x), 


vxeD, atunci lim f(x)=/. 


xX—>X0 
Demonstratie 
Fie (x,),x,eDN(x,! un şir oarecare cu lim x, =x, Rezultă că 


limg(x,)=0 şi £(2,)-4 <g(x,), vneN. 
Din criteriul majorării pentru şiruri rezultă că limf (x,)=/. Aşadar, 


lim f(x) =/. E 


X—X9 
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Probleme rezolvate 


? e aia 1 A Temă 
1. Să se arate că limx- dicta 0. Calculaţi: 
7 1 
Solutie * limx-cos~—; 
Daca du 4 dati x—0 X 


Considerăm funcțiile: 


A SATS: 
° limx? sin; 
x 


S. 
x-sin—, x#0 
X 


f,g:R>R, f(x)= şi g(x)=[xl. 


0, x =0 


Avem: £ (x)- o| = < pi 


„vxek şi limg(x)=0. 


situl 
x - sin — 
X 


i TN a ha OET al 
Din criteriul majorării rezultă că limx: sin —=0. 
x—0 X 
2. Să se arate că lim sinx = sinx, şi lim cosx =cosx,, X, € R. 
X—X0 


X—xX9 


Solutie 
l . . X-X X+X . X- X-X 
Avem: in x -sin x,|= 2sin 2 . cos 9 < 2|sin 2| <2 2j = 
2 2 
=|x-x,|; Y x €R. 
Atunci lim (sin x -sinx,)=0 şi limsinx =sinx,. 
X>X0 X—xo 
Analog: 
. X-X) . X+X . X-X ; 
|cosx - cos x,| =|2sin 5 . sin | < 2|sin t <|x-x,|, vxeR şi 


astfel lim cosx = cosx,. 
X—X0 


m TEOREMA 30 (Criteriul majorării, cazul limitelor infinite) 
Fie f,g:D—R, x,eD' un punct de acumulare pentru D şi f(x)<g(x), 
vxeD. 


a) Dacă limf(x)= +, atunci lim g(x) = +oo. 


X—x0 x—x0 


b) Dacă lim (x) =—%, atunci limf (x) =—o, 


X—X0 X—X0 


rezolvată d Temă 
Să se arate că lim (x +sin x) = +00 ŞI Să se calculeze: 
x> 

, . lim (x + cosx); 
lim (x +sin x) = —00, x> 
XxX—>—0 s 
Solutie e lim| 2x+1n 3 
e | x x +1 

Deoarece —1<sinx <1, Vx e R, avem: 


A e lim (x + sin? x). 
x -—1<x+sinx<x+1, Vxelk. x 
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Dar lim(x-1)=+% şi lim(x+1)=-—o, de unde, cu criteriul majorării, 


rezultă limitele cerute. 


[i] TEOREMA 31 (trecerea la limită în inegalităţi) 
Fie f,g:D-—R şi xyeD' un punct de acumulare pentru D. Dacă 


lim f(x)=1,, limg(x)=/, şi există o vecinătate Ve / (x,) astfel încât 


X—X9 


f(x)<g(x), vxeV N(D N [xt atunci limf (x) < limg(x). 
Demonstratie 
Fie (x,), x, eVo(DN(x,)), astfel încât limx, =x,. Atunci f(x,)<g(x,), 


neN'. Din teorema de trecere la limită în inegalităţi pentru şiruri rezultă: 
1, =limf(x, )<limg(x,)=/, şi teorema este demonstrată. M 


m TEOREMA 32 (Criteriul cleştelui) 
Fie funcţiile f, g, h : D > R, x, eD' un punct de acumulare pentru D şi 


VeY(x,), astfel încât f(x) <g(x)<h(x), vze Vn(DNlx)). Dacă 


lim f(x) = limh (x) =/, atunci lim g( ) A 


X—X9 


Demonstraţie 
Fie (x,),x,eVi(DN(z)), un şir cu limita x, Rezultă că 


f(x,)<e(x,)<h(x,), vneN. Dar limf(x,)=/= limh(x,) şi aplicând 
criteriul cleştelui pentru şiruri rezultă că limg(x,)=/. Cum şirul (x,) a 


fost ales arbitrar rezultă că lim g(x)=/. m 


Probleme rezolvate 
1. Să se arate că lim x’ sin =0. 
Solutie 
Avem inegalitățile -x° < x’ sin - <x’, VxeR şi lim x’=0= lim (-x° ). 


Eat : S piei a sT 
Cu criteriul cleştelui rezultă că lim x’ sin —=0. 
x> x 


2. Să se calculeze lim x : Bi 
x> X 
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Solutie 


Folosind definiţia părţii întregi se obţine: 


<—,VxeR'. De aici rezultă că: 


1 <+] 1 
X X X 


X 


-x <x Est v xe (0, +) şi i-a>a-[ ij 


V xe(—%, 0). Prin trecere la limită se obţine că 


R 
limx-| = 


=1 şi lim x 


x<0 


Să se arate că dacă limf(x)=0, iar funcţia g este mărginită, atunci 
X—X0 


lim(f (x) . g(x)) =0. 


X—X9 


Solutie 


Deoarece funcţia g este mărginită rezultă că există M > 0, astfel încât 


lg (x)| <M, Yx eD. Atunci: 
-M <g(x)<M şi -M 


X—>X0 


că limf (x)-g(x) =0. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


E1. Să se arate că: 
1 


x-1 


a) limsin -Inx = 0; 
x>l 


PARS 1 
b) lim sinx- cos =0; 
xn X-T 


c) imi za =]; 
x> 2* +1 


x 


1 
d) tim[x + aresin 1.) = +0; 
x 


A1. Să se calculeze: 


a) lim x? |} 
x>0 X 


-E (x)|< f (x)-g(x)< MIE (x) 
Dar lim M-|f(x)|=0 = lim 


A Temă 


. lim(x-1)-cos 


x . în Lie 
xoo X 


B =], deci limita cerută este egală cu 1. 
X 


3. Fie f, g:D >R şi x, € D' un punct de acumulare pentru D. 


,VxeD. 


X—X9 


EXERSARE 
e) lim (x+1-vx)= +0; 
. x?°+sinx TERT 
Lo aice 


g) lim (2+cosx)-e* = +a; 
x—-+oo 


h) lim (3+sinx).In x = +0; 
X>+ 


2 
i) lim | 
x>+o| x+1 


APROFUNDARE 


-sin x) = +00, 


©) lim [x] + ex] -+ [nx] : 
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Să se calculeze: 


A TOR 
e limx|sin—+sin—|; 
x=0 X X 


X 
(-M Ela ) şi cu criteriul cleştelui se obţine 


ms (32) 
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A2. Fie f:R-—R, astfel încât l£ (x)-sinx| < || A4. Fie f:DoR,xyeD' un punct de 


<j, Y x ER. acumulare pentru D şi /= lim f (x). 
X>Xo 
Să se calculeze limf (x). Să se arate că dacă />a,ack, 
atunci există o vecinătate Ve 
A3. Să se determine, dacă există: eY (x), astfel încât f(x)>f(a), 
a) lime” (1+sinx); Yx e Va(D\ {x}). 
b) limx(a+sinx), ack. (Funcția f este mărginită inferior 


XxX 


pe mulținea V aD\N {xo} .) 


(ID) LIMITELE FUNCȚIILOR ELEMENTARE 


Folosind operaţiile cu şiruri care au limită şi teorema lui Heine se pot 
găsi cu uşurinţă limitele funcţiilor elementare în punctele de acumulare ale 
domeniului de definiţie. 

Dacă f:D— R este o funcţie elementară, iar x, €D, atunci are loc 


următorul rezultat general: 


m TEOREMA 33 


Fie f : D >R, o funcţie elementară şi x, eDnD'. Atunci limf (x) =f (x). 


X—X0 


Această teoremă arată faptul că limita unei funcţii elementare într-un 
punct din domeniul de definiție este chiar valoarea funcţiei în acest punct. 
Aşadar, în asemenea cazuri calculul limitei nu comportă nici o dificultate. 

Pentru cazul în care x, eD' este un punct de acumulare al dome- 
niului de definiție dar nu aparţine acestuia, calculul limitei se poate deter- 
mina fie prin lectura reprezentării geometrice a graficului acesteia, fie prin 
folosirea operaţiilor cu limite de şiruri. 

Vom ilustra aceste modalităţi în cazul principalelor funcții elementare. 


e Funcţia polinomială 
Dacă f:R—R, f(x)=ax" +a,x"+...+a,, este funcţie polinomială 
de gradul n, ne N, atunci avem: 


limf (x) = f (+0), n eN' 


ac aps n=0 


A (ea) BEN: 
n =0 


X—>>—0 
ap 
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e Funcţia radical de ordin par y 
Fie f:[0, +2)> R, f(x)= 3/x. Lecturând 


graficul funcţiei se obţine că [lim Yx = +o. 
Xx—% 


Figura 1 


e Funcţia radical de ordin impar 
Pentru f: R > R, 


f(x)=4z, n impar, avem, prin a 

igura 2 

lecturare grafică: lim 34x = +0 şi 
X> 


lim 3/x = —o. 


e Funcția exponențială 

Fie f:R—(0, +œ), f(x)=a*, 
a>0,az1. În funcţie de valorile 
lui a avem graficele din figura 3. 


Din lectura grafică se obţine: 


; +o, a>l . 0, a>l1 
lima* = şi lim a* = : 
x 0, a<l e +œ, a<l 
e Funcţia logaritmică 
Fie f:(0,+0)—B, f(x)=log,x,ae(0, +o)NI1). Studiind graficele 
funcţiei în funcţie de valorile lui a se obţine: 


—00 Figura 4 


-o, a>l 


3 wo alB 
lim log, x | K ŞI limlog, x | 


oo -o, a<l i +, a<l 
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e Funcţii raționale 
Fie f, g: R — R funcţii polinomiale de gradul p, respectiv q: 
f(x)=a,x” +a +... +a, (xbox ba +... +b. 


Dacă a, O, -.- Q, ER sunt soluțiile ecuației g(x) =0, fie A= f0, as, ..., O} 


şi funcția rațională h:R\ A >R, h(x)= f(z) 


g(x) 


Dacă x, €R, există situațiile: 


lim f(x 
e x, ER\A şiatunci T = Žž 25 l he: f(x 


=ug(x) limg(x) g(x 


[=] 


[=] 


Se (+0), p>a p S ba 
f 0 0 
e X =. [i t(x) _ 5 ŞI is 65) =4 ap ; 
= g(x) ez peg e) a p=q 
0 0 
0, p<q 0, p<q 
e x, eA=(0,, aa -n a} şi A este nevidă. În acest caz sunt posibile 


situațiile: 


a) f(x,)+#0,g(x,)=0. În această situație se calculează limitele 
laterale ale funcției h în x. 


t Exemplu 


e Fie b:PN(-L1oB, n(x)= EI 
(x +1)(x —1) 
Pentru x, =-1 se obţine h(-1 0)- = o şi h(-1+0)=Ž=+%, deci h 


©) (+) 
nu are limită în punctul x, = -1. 


Pentru x, =1 se obţine h(1-0)= în =+% h(1+0)= în =+0 şi astfel limh(x) = +00, 
G G R 


b) f (x,)=0, g(x,)=0. În acest caz se obține o nedeterminare de forma 


0 ERN z ; A ; ; 
o Având în vedere descompunerea în factori a funcțiilor polinomiale f şi g, 


funcția h se poate simplifica cu x-x,, ajungându-se la o altă funcție 
rațională h, şi se reia analiza pentru h, (x). 
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I Exemple 
| x?-3x+2 ae (x-1)(x-2) . x-2 1 
e lim; = lim = lim = 
x>1 x“ — 4x +3 sol x-1)(x-3) xl x-3 2 
3 3%} -1)(x° +x -2 Baga 
sim e odiza lG = Kags miee 
x>1 (x-1) x>1 (x-1 x>1l (x 1) 
aa Ce DIO Da e a ta fai 
x>1 (x -1) x>l (x -1) 0, 


e Funcţiile trigonometrice 
e Funcţiile trigonometrice directe sinus, cosinus, tangentă şi cotan- 
gentă nu au limită la +œ şi —œ, deoarece sunt funcţii periodice. 


e Funcţia tangentă nu are limită în punctele x, = (2k - 1) kez. Din 


lectura graficului acesteia se obţine: tg (x, =0)=+co şi tg (x +0) =o. 
e Funcţia cotangentă nu are limită în punctele x, =kr,kezZ. Din 
lectura graficului acesteia se obţine: ctg (x, = 0) = —0 şi ctg (x, + 0) = co. 


Pentru funcţiile trigonometrice inverse prin lectură grafică se obţine: 


lim arctg x = 7 lim arctg x = = şi limarcctgx =m, lim arcctgx =0. 


x——00 


A Temă 
1. Să se calculeze: 
a) lim (3x? -9x+7); 
x—3 


b) lim (-2x° + Tx); c) lim (-3x" +4x+ 1); 


x=o x——0 
d) lim(vVx); e) lim %x; f) lim Yz; 
x>9 x-0 x> 
: 3 ; A i) liml ; 
g) lim log2 x; h) lim 1080, x; i) lim og zX 
x>0 
i) lim 2%; k) lim (ya -1); l) lim sin x; 
x——0 => x>% 
3 
m) lim arcsinx; n) lim arccos x; o) lim arctg x; 
xo-l x>% x> o0 
p) lim ctgx; q) lim tgx 
x—31 31 
x>31 Xa: 
x 
2 
2. Să se calculeze: 
2 
a) lim% F5%, b) lim X 25, c) lim 1%; 
x>ov 2x+7 x>5 x’ -125 x>2 x”-8 
3 2 1 2 4 2 
d) limX ae; e) ima tS: f) lim +8 


x>» 2x" +x-1 


9 
xo-1x2+2x+1 
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GRG oPERAȚII CU LIMITE DE FUNCȚII 


Operaţiile cu limite de şiruri dau posibilitatea demonstrării cu 
uşurinţă a operaţiilor cu limite de funcţii. 


16.1. ADUNAREA, ÎNMULȚIREA, CÂTUL ȘI RIDICAREA LA PUTERE 


m TEOREMA 34 
Fie f,g:D-—R două funcţii reale şi x, eD' un punct de acumulare 


pentru D, iar limf (=) = lim g( )=4. 

a) Dacă operaţia /, +/, are sens în R, atunci: 

iar es) ea) als) ea) 

Limita sumei este egală cu Sma limitelor. 

b) Dacă operația /, -/, are sens în R, atunci: 

lim (f (x): (x)) = (imf (x)) (timg(%x)). 

Limita produsului cate RT cu produsul limitelor. 


1 


` E E 4 
c) Dacă operaţia A are sens în PB, şi g(x) +0, x eD, atunci: 
<2 


f(x) limf(x) 


1m = g 
>ug(x) limg(x) 


Limita raportului este egală cu raportul limitelor. 
d) Dacă operația /,° are sens în È şi există o vecinătate V e ⁄ (xo), 


astfel încât (f (x) ® are sens Y xe Vn(DN(x,]), atunci 


z lim g(x) 
lim (f(x) ® = lim f(x) l 


X>X0 (tim 


Limita unei puteri este egală cu puterea limitelor. 


Ca şi în cazurile limitelor de şiruri, pentru operațiile cu limite de 
funcții există cazurile de nedeterminare: 
0 œ 


0000, 0.00, D R 0°, eal d: 
00 


Aceste cazuri de nedeterminare se rezolvă prin procedee asemănă- 
toare cu cele de la şiruri sau având în vedere anumite limite fundamentale. 
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Astfel avem: 


rin LEE tat pp OO Ei ora cite, ing ELE 
x—0 x x>0 xX x>0 x x>0 x 
M Sa Mea . D | i 

3. lim-——— =r, Yr e k; 4. lim|1+=| =e, lim(1+x) =e; 
x>0 X x—%o x x>0 
. ln(1+x y Fin 

5. mE lim A Leina 6. lim x În x = 0, fig RE 4) 
x>0 X x>0 X Ean X 


o 


16.2. LIMITE DE FUNCŢII COMPUSE 


Fie f : D —> RÈ şi u : A —> D două funcţii reale de variabilă reală, iar 
h:A—> R, h=fou, funcţia compusă a acestora. 

Dacă x, e A' este un punct de acumulare pentru mulțimea A, ne 
punem problema dacă funcţia h =fou are sau nu limită în x,. Condiţiile în 
care această limită există sunt date de următorul rezultat. 

m TEOREMA 35 
Fie x, €A' şi u(x,)=u, €D', puncte de acumulare pentru mulțimile 
A şi D. Dacă sunt îndeplinite condiţiile: 
a) lim u(=) =u; b) u(x) FU, VXE A\ {xo}; c) lim f(y )=/, 


Y—Uug 


atunci lim f(u (x)) = lim f(y). 


Demonstraţie 
Fie şirul (x), x, € A\{x,} şi limax, = xp. Deoarece u : A > D rezultă 


că u(x,)eD. Din condiţia a) rezultă că limu(x,) =u,, iar din condiția b) 
rezultă că u(x„)eD\ {u,}. Să notăm y, =u(x,). Se obține un şir (y,) din 
D, cu limy, =limu(x,)=ug. Aşadar u, este punct de acumulare pentru 


mulțimea D. 
Rezultă că lim f(y,)=/ şi de aici se obţine lim n f(u u(x, ))=4 


În concluzie, pentru orice şir (x,) cu x, ze Aa) ŞI limax, =Xo, 
E 


rezultă că lim f(u(x, )) =/ şi astfel, lim f(u(x)) =lim f(y). 


y>uo 


© OBSERVAȚII 
1. Teorema anterioară permite înlocuirea calculului limitei funcției fou în 
x, cu calculul limitei funcției f în u,. 
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2. Dacă limu(x)=u, şi lim f(u)=f(u,), atunci lim f(u(x)) = tim u(x)]. 


XX0 
Se spune că limita funcției comută cu valoarea funcției. 
3. Dacă limu(x)=0 şi u(x)z0, V x €A, atunci: 
X>Xo 
` arcsinu(x) 
e lim —— 
xxo u(x) 
1 


e lim (1 + u(x) = 


X>X0 


l L Ina, a e (0,+0)\ {1}; * limu(x)lnu(x) 


x—X9 


Să se calculeze: 


sin6x + sin 2x , 


. . 9. CI A bă 
x>0 4x x>0 sin X + 2sin 3x x=>0 xX’ +X x20 L2 


Solutie 


a) Avem succesiv: lim E: B. 2) lim SD Sa Ei 


3x 4) 4% 3x 4 


sin 6x +sin2x _ 


b) Avem, folosind operațiile cu limite de funcţii, lim ~ = = 
x>0 sin X + 2sin 3x 


sin6x  sin2x ; ; 
al + = g.Sin6x , sin2x R 
= lim — l = lim — X _2x = = 
x>0 sin X sin 38x x>0 SNX sin 3x 1+6 7 
X +2 +6. 
X X X 3x 
In(1+x+x5 In(1+x+x5 3 3 
c) Se obţine: pepe za }- 1-lim na = 
za! X-+X F X+X X-+X x x +X 
2 
Š 1+x =) 
xx x+l 


cosx __ 2 Deosx-l = 1 Gti z _ 
d) wo ea g iza igl x hip îi. 
x>0 2 —92 x—0 2(2 —1) x| cosx-1 2] 


183 


E Elemente de analiză matematică e |. LIMITE DE FUNCȚII 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


EXERSARE 


E1. Să se calculeze, în cazul în care 
există, limitele funcţiilor f:D-R, 


în punctele specificate: 
a) f(x) =x? +2x-7, Xo € {1, too); 


b) f(x) =-x+3x° 11, Xo e{0, +o}; 
c) f(x) =-2x" +11% +x, Xo ef-L too) : 
E2. Să se studieze existența limitei func- 


ției f: D > R, în punctul x: 


2 
a) f(x)= o u e{2 -1 +o}; 


b) f(x)= EH, m e{0,1, +o}; 
3 

c) f(x) =Š, x e {0, 1, -1, +œ}; 
E — 
2x? +4x+6 

d) f(x) = 2p’ xo € {-1, +o}. 


E3. Să se calculeze: 


(x+1} - (x-1), 
*>0 (x +1) + (x-1) 
1 
b) 1 xX +x+ 4 
=e (1+x+x?) 
R lim (2% D82 +1) (5x +1), 
ARY (x+ 2) => (x+ 1) 
8 
d) limŽ ai 


x>2 x 6_96° 


E4. Să se calculeze: 
a) lim( Vx je ); 
b) lim(2}/x + e* + sin? x); 


= +5 x2+5 
3x 


c) lim ; d) lim 


x> 0 x——0 


e) lim fă Xx+ 


x> 0 


:) 


x>%o 


g) lim(}x-1-}x-2). 


f) lim( Jx? -2 -Jx +x); 


E5. Să se calculeze: 


. sinx sin 6x 
a) lim ; b) lim— : 
x>0 7x x>0 sinx 
. sinx? . Sinx+sin3x 
c) lim- d) lim-—————; 
x>0 Xx +X x>0 sin 4x + sinx 
sin(x -x) 
e) lim z ; f) lim| xsin—]|; 
x>l X X> 0 X 
sin sin” x 
g) lim ; h) „neN; 
x—0 $ x>0 sin(x ) 
„a,  l-cos2x cos3x — cos5x 
i) lim—— ~; )) lim————— 
x—0 x2 x0 cos4x —cos6x 


J ia Ea) îi RL Mea) 
50 x x>0 sinx 
In(1+ 2x), In(x? + x-1) 


x>0 In(1+x) 


In(1+x+x?°)+In(1-x+x?) 


e) lim 


x—0 x? 


E7. Să se calculeze: 


a) im- i, b1 = zh, 
x—0 x? X x—0 x? +x? 
x 1 22+ _9 

c) lim ;d)1l 3 
x>0 —] x>0 9% +1 3 


E8. Să se calculeze: 
1 
a) lim(1+3x)x; b) lim(1 +5X+ x)*; 
x>0 x>0 
1 


c) lim(1 +sinx)x; 


x+1 
d) lim(1+x+x? ju; amm E 
xl x+5 
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Al. 


A2. 


A3. 


A4. 


A5. 


APROFUNDARE 


Să se determine a, b e R, astfel încât: 


Să se calculeze: 
4x5 -5x +1 A 


a 1) 


nx"!! —(n+1)x* +1 
(x-1) 


Să se determine a, b, c e R, astfel 
încât: 


a) lim 
xl 


b) lim 
xl 


ax + bx5 +1 


(=) 


a) lim să fie finită; 


x—l 


ax‘ + bx? +6x+c 
(x-1) 
c) Lima (e +x -ax-b)= fb; 


X> 


d) timas Peat) =e”, 


b) lim 


x>l 


să fie finită; 


x—%o X + 


Să se calculeze: 
3+2 -2 


9 


Să se calculeze: 
. ANlL—x—1 
a) lim————; 


x>0 


A6. 


A7. 


A8. 


imt v1- VI=x, 
50 jo Viza 
c) lim(Vx+3 -3Vx+1+2v/x); 


X> 0 

F Vx? +x +2 —V3x+1 
d) lim ’ 

z>1 Jx? -x+9-Vx?+x+7 
e) lim x +7 \x+7-v4x+3 
xol x47- aere —N5 = x 


b) lim: 


Să se calculeze: 
a) lim 2arcsinx + sinx, 
x>0 arcsin x + 2sinx” 
b) lim sin x + sin2x + sin3x, 


x>0 tgx+tg2x+tg3x 
„ sinx+2sin2x+...+ nsinnx 
c) lim ; 
x>0 tgx+2tg2x+...+ntgnx 
. vV1l-sinx -V1 -sin2x 
d) lim ; 
=> NL=x=VI-X 
e) lim€ E, 
30 xi x? 
gsin2x — gts2x 
l —s; 
f) EN 9tgx _ gsinx 


1 
g) lim(1+sinx+sin2x+...+ sin nx)tex; 
x—0 


1 


h) lim(1+tgx+ tg2x+...+ tenx)sinx. 
x—0 


Să se calculeze: 
In (1+a* 

lim ———, a, b e (0, æ). 

x> In(1 + b*) 

Fie f : D > R, o funcție periodică 

neconstantă, astfel încât +0 este 

un punct de acumulare pentru D. 

Să se arate că funcția f nu are 

limită la +o. 


A9. Să se calculeze: 
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a) limx*; 
x>0 


x-1 
1 
li i 
a in a) 


b) lim (sin x) ; 
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d) AsimproTELE FUNCȚIILOR REALE 


17.1. ASIMPTOTE ORIZONTALE 


Fie funcţia f:R—(0, +œ), f(x)=a*,a>0,az1, funcţia exponențială 


cu baza a. Imaginea geometrică a graficului funcției exponenţiale, denumită 


curbă exponențială, este redată în figura 1. 
y Figura 1 


Fie punctul M(x, f(x)) pe curba exponențială şi N(x, 0) proiecția lui M 
pe axa Ox. 

Lungimea segmentului [MN] este /(x)= f (x)- o| =ař. 

În clasa a X-a s-a pus în evidență proprietatea că axa Ox este 
asimptotă orizontală spre +œ dacă 0 <a < 1 şi este asimptotă orizontală 
spre — œ dacă a > 1. 

Această proprietate s-a descris intuitiv observând că lungimea 
segmentului [MN] tinde să devină oricât de mică atunci când x —> +o, 
respectiv x — —o. 

Faptul că axa Ox este asimptotă orizontală a funcției exponențiale se 
exprimă cu ajutorul limitelor de funcții astfel: 

* lim /(x)= lim a* =0, pentru 0 <a < 1. 


Xx+ 


- lim /(x)= lim a* =0, pentrua> 1. 


Această observație particulară poate fi extinsă la cazul unei funcții 
f:D-—IR pentru care +œ, respectiv —œ sunt puncte de acumulare, iar D 


conține intervale de forma (—%, a) sau (a, +). 


«e DEFINIŢII 
e Dreapta y = a este asimptotă orizontală spre +œ a funcţiei f dacă 
lim f (x) =a. 


X> 0 
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lim f(x) =a, 


Xx——00 


| e y = a este asimptotă orizontală spre -o a funcţiei f dacă 


ü REȚINEM! 


Problema asimptotelor orizontale pentru o funcţie f:D-—R se pune 
numai la +œ şi —co şi numai dacă +% sau —œ sunt puncte de acumulare 
ale mulțimii D. 


Problemă rezolvată 


B Să se determine asimptotele orizontale ale funcțiilor: 


2 . 
a) f :R > R, E b) f: R> R, E R 
x +x+1 x +1 
c) E: (1,1) Bf i aeea oeh 
1+Inx 
Soluţie 
a) In acest caz +œ sunt puncte de acumulare ale domeniului de definiție. 


i : f 2x’ ppa i 2x’ 
Se obține: lim f(x) = lim a =2 şi lim f(x) = lim <e =2, 
x> x>% xX +X+1 x——00 x>- x" +Xx+1 
Rezultă că dreapta de ecuație y = 2 este asimptotă orizontală spre +o% 


şi spre —œ a funcţiei f. 
b) +œ sunt puncte de acumulare pentru domeniul de definiție. 


=-1. 


; , ; x’ R po 
Se obține lim f(x) = Iroa =1 şi lim f(x) = lim a 
Rezultă că dreapta y = 1 este asimptotă orizontală spre +o, iar 
dreapta y = 1 este asimptotă orizontală spre —o. 
c) În acest caz numai +o este punct de acumulare pentru D = (1, +0). 


l ; 
ai E NI Dreapta de ecuaţie y = 1 este 


Se obţine lim f(x) = lim 
x> x> ] + ln x 
asimptotă orizontală spre +o a funcţiei f. 
d) D = (—2, 2) fiind mulţime mărginită, +œ nu sunt puncte de acumu- 
lare şi nu se pune problema asimptotelor orizontale pentru funcţia f. 


17.2. ASIMPTOTE OBLICE 


Fie f : D-— Ro funcţie astfel încât +œ sau —o sunt puncte de acumu- 
lare pentru D, unde D conţine intervale de forma (—-%, a) sau (a, +%), şi 
dreapta (d): y = mx +n, m € R*. O dreaptă paralelă cu axa Oy intersectează 
imaginea geometrică a graficului funcţiei f şi dreapta (d) în punctele M(x, 
f)) şi NG, mx +n). 
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Lungimea segmentului [MN] este /(x)= |f (x)- mx- n|. 


x 
N(x, mx + n) 


Figura 2 


< DEFINIȚIE 
e Dreapta de ecuație y = mx + n este asimptotă oblică spre +æ, 
(respectiv —%) a funcției f:D— R dacă distanța dintre dreaptă şi 
imaginea geometrică a graficului, măsurată pe verticală, tinde către zero 
când x tinde către +, respectiv —o0. 


Cu ajutorul limitelor de funcții rezultă că: 

Dreapta y = mx + n este asimptotă oblică spre +œ (respectiv —œ) a 
funcţiei f dacă lim f(x) — mx — n| =0, (respectiv lim f(x) — mx- n| =0). 

Problema existenței asimptotelor oblice pentru o funcție f:D—>R şi 
modul de determinare a acestora sunt cuprinse în următoarea teoremă. 


m TEOREMA 36 
Fie f: D > R. 


f(x) 


a) Dacă există lim—“=meR şi n=lim (f(x) = mx), nel, atunci 
X=>%o X. xX- 


dreapta y = mx + n este asimptotă oblică a funcţiei f spre +œ şi reciproc. 


b) Dacă există lim fl) =melR şin = lim (f(x) — mx), nelk, atunci 
x> x x>- 


dreapta y = mx + n este asimptotă oblică a funcției spre —œ şi reciproc. 


Demonstratie 


a) Considerăm că există lim fe) =m, mek” şi lim (f (x) — mx) =nek. 


x>% ë x 


Atunci lim(f(x)- mx -n)=lim(f(x) mx) n=n-n=0, deci y=mx+n 


este asimptotă oblică spre +o. 

Reciproc 

Presupunem că dreapta y = mx + n este asimptotă oblică spre +œ, deci 
lim (f(x) -mx- n) = 0. Avem: f(x) -mx = [£(x) -mx- n] +n, de unde se 


x—% 
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obţine lim (f(x) — mx) = lim (f(x) - mx — n) +n=0+n=n. Din egalitatea 


fla) m = f(x) uii rezultă că lim Es — m) = lim Tams Dae 0, deci 
[0.0] 


xX xX x—% xX x—% xX 


m zi 09). 


n>% x 


b) Se demonstrează analog ca în cazul a). E 


© OBSERVAȚIE 
e O funcție nu poate avea simultan asimptotă orizontală şi asimptotă oblică 
spre +oo, respectiv spre —o%. În caz contrar, ar exista constantele m 3 R, 


n,aelR astfel încât lim(mx+n-a)=0, respectiv lim (mx+n -a)=0, 
x X—-—00 
ceea ce nu se poate. 


iarna 


1. Să se determine asimptotele oblice ale funcţiei f:R — R, 


x 
f(x)= 
l ) x’ +1 
Solutie 
f(x $ 
3 Abe aia ane Žž =1, decim=1. 
X>+ x X>+ x? +1 x=—+o x + 


Xx—-+oo X>+ 


2 
Rezultă lim (f (x)- x)= lim en > 3 = 
1 


X + 
= lim == =0=n, deci dreapta y = x este asimptotă oblică 
x> x? +I(x+ Vz? +1) 
spre +o. 
f(x) x x’ 
b) Avem lim — = lim =li = —1, deci m = -1. 
) — x X——00 |x? +] x x? + 1 
"EFA . x’ x 
Rezultă lim (f(x) + x) = lim +x |= lim = 
x> x> x? y% 1 x> Jx? $ 1- (ve $ Í= x) 


=0=n, deci dreapta y = -x este asimptotă oblică spre —o. 


k 2. Să se determine constantele a, be R, astfel încât dreapta y = 2x — 3 să 
ax + bx’ -3 


fie asimptotă oblică spre +% pentru funcția f :R—R, f(x)= FS] 
x? + 
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Solutie 
o.a a E(x) e 
Impunem condițiile lim —— = 2 şi lim (f(x) — 2x) =—3. 
x>to XX Xx—-+oo 
f 3 2_ 
Avem lim w = lim AX n i zi 2, de unde se obţine a = 4. 
x=>+o x x—+oo 2x?’ +X 2 
3 EA D EA 
De asemenea, lim(f(x) —2x) = lim 2 e) -2x |= lim be Sat = 
x—>+0 x+ 2x“ +] x—>+0 2x" +] 
= 2= —3, de unde se obţine b = —6. 


17.3. ASIMPTOTE VERTICALE 


Să considerăm funcția logaritmică f : (0, +œ) >R, f(x) =log, x, a>0, a #1. 


Reprezentarea geometrică a graficului funcției f, numită curba 
logaritmică, este dată în figura 3. 


Figura 3 


Fie M6, f(x)) un punct oarecare pe curba logaritmică şi N(0, f(x)) 
proiecția lui M pe axa Oy. Se observă că pentru x — 0 lungimea segmen- 
tului [MN] tinde către zero, iar 


limf (x) 3 în pentru a<l 


x—0 
x>0 


o, pentru a>l 


Aceasta caracterizează faptul cunoscut că axa Oy, dreaptă de ecuaţie 
x = 0, este asimptotă verticală a funcţiei logaritmice. 


Fie f:D>R şi x, €R un punct de acumulare finit pentru mulţimea D. 


«e DEFINIŢII 
e Dreapta x = x, este asimptotă verticală a funcţiei f dacă cel puţin 


una dintre limitele laterale f(x, -0) sau f(x, +0) există şi este infinită. 
e Dacă f(x,— 0) este +œ sau —~, dreapta x = x, se numeşte asimptotă 
verticală la stânga. 
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e Dacă f(x,+ 0) este +œ sau —o, dreapta x=x, se numeşte asimptotă 
verticală la dreapta. 

e Dacă limitele laterale ale funcţiei f în x, sunt infinite, dreapta x = x, se 
numeşte asimptotă verticală bilaterală. 


| Să se determine asimptotele verticale ale funcţiilor: 
x 


a) f:R\{-1, 1} >R, f (x)= T b) f: (0, œ)—> R, f(x) = 
mo 


2 


1 . 
Jg 
c) f:R >R, f(x)=x° +x’. 
Solutie 
a) Domeniul de definiție al funcției este D = (—%, —1)U(-1, 1) (1, œ). 
Avem f( 1 0) = 00, f( 1 +0) = +0, f(1-0)=-—%, f (1+0) = +o. Rezultă că 
dreptele x = 1 şi x = —1 sunt asimptote verticale bilaterale. 
b) Avem f (0+0) = +. Dreapta x = 0 este asimptotă verticală la dreapta. 


c) Pentru oricare x, €R, limf (x)=x +x €R, deci f nu are asimptote 


X>X0 


verticale. Mai general, funcția polinomială nu are asimptote verticale. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se determine asimptotele functi- E3. Să se determine asimptotele funcți- 
ilor f:D> R: ilor f:D >R: 
a) f(x) = -m —; b) fx) = E a) f(x) = Vx” +1; 
E Re b) f(x) = Vx? -1; 
TOLE Dto jiga; 
x’ -3x+2 CPET A 
x? xf -x 2 
e) f(x) = Z9 9: f} fo) = z o E aN. d) f(x) = z E 
(x- 2 -9) vx?’ -9 f 
E2. Să se determine asimptotele funcți- fix) = x-1 
ilor f:D> R: e) f) =x x+1 
„Bl ist 
a) feas 1 b) f(x) = za? E4. Să se determine a, b e R, astfel 
2 încât funcţiile f :D -R să admită 
a [x -3x| , 3 Ba 
c) f(x) ==; d) f(x) = ; SPIROS specificate: 
|x = x-1 x2 +ax 
a) f(x) = „y=x+1l; 
rs) = l a 
e) f(x) = : 
1+he-1] iga a ua AR E) 
2x+3 
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APROFUNDARE 
Al. Să se determine asimptotele funcţi- 1 T 
ilor f:D> R: b) f(x) = xsin ; 
) £ Z 0, xeZ 
a) f(x)=x-e*; să 
b) f(x)=x-In(x -1) x:e* ,x<0 
a f(x) =20, =0; 
c) f(x)=x-e*-1; c) (x) î X 
IE E E 
d) Es) G-Dm(1+1) x sli ed 
x 
d) f x+sinx, 
e) f(x)= =; f) f (x)= EET, Doa Ti 
e) cete A ese ide Esi alu 
2 g 1 
h) f(x); ag 7e 
5) Zi z 
x 
„xeRNOQ 
f( 241 
i) (x)= f) f(x)= s i A 
A2. Să se determine parametrii reali a x? +x+1” x 


şi b, astfel încât funcţiile f : D > R 


să admită asimptotele indicate: Ad, 
4 

a) f(x)= T J” y=x-3; 

b) f(x) = ax be, y=2x-4; 

je e, ETEN A5. 

d) f(x) = (ratan, y=x-a+3. 


A3. Să se determine asimptotele func- 


țiilor f: D > R, în cazurile: 


Să se determine a e R, astfel încât 


2 
; —5x+4 
funcţia f:D—R, f(x)= Dia 
x +a x+2a 
să aibă o singură asimptotă verti- 
cală. 


Se consideră funcția f:D-R, 


ca) aceata en aa 00). 


ce. Să se determine parametrii 
a, b, c astfel încât dreapta y = 2x + 1 
să fie asimptotă oblică spre +o, iar 
y=-1 să fie asimptotă orizontală 
spre —o. 

(Electrotehnică, Craiova, 1972) 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 


O 1. Să se calculeze limitele şirurilor (an): 
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(5; s), 


1 1 1 
a) a =(1-4} (1-4) i-a} b) an = 


= (2p.) 
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O 3. 


Q1. 


Să se calculeze: 


7 1 
a) lim -a b) lim(1 + xi), (3p.) 
x> x-1 x> 
(n+1)(n+2) 


Fie şirul cu termenul general a, = In : 
n(n +3) 


a) Să se calculeze S, =a +a, +...+a,. b) Să se calculeze lim$,. (ASE, Buc., 1996) 
x>o 
(2p.) 


x2+ax+3, x e (-o, 1] 


Se consideră funcţia f:R — R, f(x) =33x+b . Să se determine 
XE (1, + æ) 


x’ +2 
f(x)-£f(1 
a, be R, astfel încât f să aibă limită în x = 1 şi să existe tim $) -£0 (2p.) 
X> y= 
Testul 2 
Să se calculeze limitele şirurilor: 
a) ass Ea „ve; 
5" +38" 
b) a, = a.V9n2 +1 +bVân?2+1+n, dacă 3a+2b+1=0. 
(3p.) 
Să se calculeze: 
a) lim lIn(1+ sinx- sin 2x- sin 3x), b) lim grma tenx 
x—0 tgx.-tg2x-t94x xl x-—] 
(2p.) 
Se consideră şirul (an) dat prin relația: a, = 0, ap, = an +2n +2, n21. Să se 
calculeze: 
1-3+2-4+...+n(n+2 1 1 
a) m ( ), b) im( ae) (2p.) 
n> an+ n> az az an 


2 
Se consideră funcția f : R > R, astfel încât: f(x) +2f (-x) = n DE 0, 


a) Să se studieze dacă f are limită în x = 0. 
b) Să se determine a, be R pentru care lim(x+a)=2 şi lim f (x+b)=1. 


x>l x>-1 


Testul 3 


cosx +|x -— 1|- e” 


Se consideră funcția f : R > R, f(x) = lim 
x 1 + ex 


Să se determine mulțimea punctelor x, € R, în care funcţia f are limită. 


x=o x=o x" +1 


2 x 
Pentru care a, b e R lim (x? +x’ -ax+b) = imf z ) ? (2p.) 
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O 3. 


3 3 
< 
Se consideră funcţia f:R-R, f(x) = e piei di A Să se determine ac R 


x+1l, x>a 


pentru care funcţia f are limită în orice xyeR. 


(2p.) 
Se consideră şirul (a,) astfel încât a, = lim TOOS X ous ESRDE, 
a) Să se arate că şirul (a,) este monoton şi nemărginit superior. 
n 
b) Să se calculeze lim ( Se) . 
n>o| n 
(2p.) 


Testul 4 


2 
Se consideră şirul (an); an = tn(1+ž}, n>l. 
n 


a) Să se calculeze b, =a,+a2+...+a,, n21. 


b) Să se studieze convergenţa şirurilor (an) şi (ba). 


2 xl 
4 x>1 


a) Pentru care valori a €e R, funcția f are limită în x =1? 


Fie neoe te)=] 


b) Să se determine aeR ştiind că funcția g:R-— R, g(x) = f (2x 1) are 


limită în V x, € R. 


Să se calculeze: 
111+212+...+n!n 
(2n)!+ 3 


» 


a) lim 
n> 


* |= 


b) ipf +30 +...+n 
x=0 n+1l 


Să se studieze dacă funcția f : R — R, cu proprietatea: 


; <1 
2f (2 -x) +3f (x) = : x | are limită pentru oricare xy €R. 


x+1,x> 
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CAPITOLUL Ii. FUNCȚII CONTINUE 


1) FUNCȚII CONTINUE ÎNTR-UN PUNCT 


1.1. DEFINIREA CONTINUITĂȚII 


x+1, dacă x<0 
Fie f :R >R, f(x)=4x, dacă x € (0, 1)u(1, œ), al cărei grafic este repre- 
2, dacă x=1 
zentat în figura 1. 

Lecturând graficul funcţiei f se observă că în 
punctele x = 0 şi x = 1 acesta prezintă „întreruperi“ 
(discontinuități), iar în toate celelalte puncte 
xeh 10, 1} graficul fiind reprezentat în mod 
„continuu“. Să studiem ce se întâmplă cu limita 
funcţiei şi cu valoarea funcției în aceste puncte. 

e Pentru x = 0 avem: f(0 -0) = lim(x +1) =]; 


f(0+0)=limx=0 şi f(0)=1. 
+ Pentru x = 1 avem: f(1-0)=limx=1, f(1+0)=limx=1 şi f(1)=2. 


Figura 1 


+ Pentru x eIR\ {0, 1} avem limf (x)= f(x,) după cum se observă uşor 


considerând cazurile x e(—%, 0), x € (0, 1) şi x e (1, +). 
Aşadar, în punctele x, În care funcția f are graficul fără „întreruperi“ 
vom avea că limf(x)=f(x,), iar în punctele în care f are graficul 
XX 


„intrerupt“ funcţia f nu are limită sau dacă are limită, aceasta nu este egală 
cu valoarea funcţiei în acest punct. 


Fie f: D > Bo funcţie reală de variabilă reală şi x, € D. 


«e DEFINIŢII 
+ Funcţia f se numeşte funcţie continuă în punctul x, €D dacă x, este 


punct izolat al mulțimii D, sau limf(x)=f(x,) dacă x, este punct de 


X>X0 
acumulare al mulțimii D. 
e Un punct x, €D în care funcţia f este continuă se numeşte punct de 


continuitate al funcției f. 
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| + Mulțimea € = fx, e D|f este continuă în xa} se numeşte domeniul de 


continuitate al funcției f. 


© OBSERVAȚII 


e Dacă funcția f nu este continuă în x, eD, ea se numeşte funcție 
discontinuă în x,, iar x, punct de discontinuitate. 


+ Problema continuității unei funcţii f nu se pune în punctele în care 
funcţia nu este definită şi nici la +œ şi —oo. 
+ Condiţia limf(x)=f(x,) presupune existenţa limitei lim f(x) şi egali- 


tatea ei cu f(x, ). 


În concluzie, o funcţie este discontinuă într-un punct x, €D dacă nu 
are limită în x, sau dacă are limită în x, aceasta nu este egală cu f (xo). 

Revenind la cazul funcției f studiate anterior, vom spune că ea este 
continuă în oricare x, € R\N {0, 1} şi discontinuă în x = 0 şi în x = 1. 


Legătura dintre limitele de şiruri şi continuitate este dată de 
următorul rezultat. 


[i] TEOREMA 1 (Eduard Heine) 
Fie f : D > È o funcţie reală de variabilă reală şi x, € D. Funcția f este 


continuă în punctul x, €D, dacă şi numai dacă pentru oricare şir 


(x), x ED şi lim x, =x, rezultă că limf (x,)=f(x,). 


Problemă rezolvată 


4 z : 4x’ az că 
Să se arate că funcţia f : R > R, f(x)= Pi. A este continuă în 
2x“ +x+1 

X =1. 
Solutie 

Folosim teorema 1. Fie (x,) un şir de numere reale, astfel încât 
. 4x? ; i z AI 
lim x, =1. Avem f (x, ) : Tn şi folosind operațiile cu şiruri conver- 
na DR +x, +1 


2 
gente, se obține lim f(x, )= lim ati Si 1. Având f(1)=4, 


no 2x? +x +1 2+1+1 


rezultă că funcţia f este continuă în x, =1. 
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1.2 CONTINUITATEA LATERALĂ 


Fie f : D > È şi punctul x, e D punct de acumulare pentru D. 


+ DEFINIŢII 


+ Funcţia f se numeşte continuă la stânga în punctul x, eD dacă 
limf (Aa) 


X—X0 
X<X9 


+ Funcţia f se numeşte continuă la dreapta în punctul x, eD dacă 
limf (x)=f(x,). 


© OBSERVAȚII 
1. O funcție f : D —> R poate fi continuă la stânga în x,€eD fără a fi 


continuă la dreapta în x,, şi reciproc. 


IF Exemplu 


2 < 
Fie f:R>R, Ny-i PSD 


2x+2,x>0 


E a ei . 2 i -= . — . 
Avem: f(0 0)=lim(x +1)=1, f(0+0) = lim(2x +2) =2 şi 


1 
Ul 
i 
1 x 
Figura 2 


f(0)=1. Se obține că f(0-0)=f(0), deci f este continuă la 
stânga în xọ=0, dar f(0+0)=2=f(0), deci f nu este 


continuă la dreapta în x, =0. 


2. Pentru funcția f:|a, b]—>IR continuitatea funcției în x = a este echiva- 


lentă cu continuitatea la dreapta, iar continuitatea funcţiei f în b este 
echivalentă cu continuitatea la stânga. 


3. Fief:D-—R şi x, €D punct de acumulare pentru D în care f are limite 
laterale. Funcţia f este continuă în x, dacă şi numai dacă: 
f(x, -0)=f(x, +0) =f(x,). 


«e DEFINIŢII 
e O funcție f: D —> R se numeşte continuă pe mulțimea A c D dacă este 
continuă în fiecare punct x, € A. 


+ Dacă funcţia f : D —> R este continuă pe mulţimea D se spune că ea este 
funcţie continuă. 
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O clasă importantă de funcţii continue o constituie clasa funcţiilor 
elementare deoarece s-a arătat că pentru orice punct x, din domeniul de 


definiţie limita în x, este chiar valoarea funcției în x. 


L] REȚINEM! 


Orice funcție elementară este funcţie continuă. 


Protleme rezolvate a 


x 
1. Să se studieze continuitatea funcției f :R >R, f(x)=< a,x=0 


„x<0 


cosx, Xx>0 
în punctul x, =0. 
Solutie 
Punctul x, =0 este punct de acumulare pentru domeniul de definiție 


al funcției. Se obține: f(0 +0)= lim cosx = cos0 = 1, deoarece funcţia cosinus 


sin x 


este funcţie elementară. Avem şi f(0-0)= lim =1, deci limf (x)=1. 


Din egalitatea f(0-0)=f(0+0)=f(0) se obține a = 1. Aşadar, funcția f 


este continuă în x, =0 dacă şi numai dacă a = 1. 


2 nx 

2. Să se studieze continuitatea funcției f : R —> R, f (x)= lim l 
Solutie 

Pentru calculul limitei de şiruri, deosebim situațiile: 

2 
- e* <1, de unde xe(-o, 0). Rezultă lime” =0 şi f(x)= S = =, 
no + 
* e* =1, de unde x =0, iar f(0)= D gi 
1+1 2 

- e* >1, de unde xe(0, +60). Rezultă că lim(e*) =+% şi f(x)= 

e™(x’e™ +1 20—nx 
=i e” (sie? +1) ja Be td 


n>% e” (e™ a 1) n>% e ™ +] 


x’, dacă x € (—%,0) 
În concluzie, f(x)= 5, dacă x=0 


1, dacă x e (0, +0) 
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Rezultă că f(0-0)= lim x" =0, f(0+0)=1 şi f(0)= Z, deci funcția f 
nu este continuă în x = 0. Deoarece pe intervalele (-%,0) şi (0,+œ) funcția f 
este funcție polinomială, se obține că mulțimea de continuitate a funcției 
este € =R N\ {0}. 
3. Fie f : R —> R o funcție continuă în x = 0, astfel încât 
f(2x)-f(x)=x, Y xeR. Să se arate că f(x)=x +a, a eR. 
Solutie 


Fie x, €R un număr real fixat. Din relația dată se obține succesiv: 


£(2x0)- f(x) = x 


ra) 


i A 
Temă 
g Zolfo |- žo Să se determine funcțiile 
2 4 4 continue f : R > R, în 
cazurile: 
EEST EEE TOINE 
e  E(ax)-r) 
on-l on on b) f(3x)-£(2x) =X, XE ea 


f Xo f Xo ae Xo 
on on+l on tă 


pentru oricare n eN“. 
Adunând aceste relaţii se obţine egalitatea: 


ea a 1 Pund z vaz 


2 92 on+l 


Deoarece lim $ 


N Zar = 0 şi feste continuă în x = 0, din relaţia anterioară, 


prin trecere la limită după n, se obţine: 
f(x,)= im | že) +x „limf - 3) = £(0)+ xo. 
Numărul xek fiind luat arbitrar rezultă că f(x)=x+a, unde 


a =f (0). Se constată că această funcţie verifică relaţia cerută. 


1.3. PRELUNGIREA PRIN CONTINUITATE A UNEI FUNCŢII 


Fie f: D > È şi x, € D' un punct de acumulare al mulțimii D. 
Dacă funcţia f nu este definită în x, dar are limita finită în x, 


lim f(x) = /, se poate defini funcţia g:Du!x,! >R astfel: g(x)= la Si ui 


XX £, X= X9 
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Funcţia g este continuă în x, deoarece lim g(x)= lim f(x)=/=g(x,). 


Funcţia g se numeşte prelungirea prin continuitate a funcţiei f 
în punctul x,. 


t7 Exemplu 
Fie f:R —>B,f(x)= SIX Avem lim f(x) = lim SMX —1. Rezultă că funcţia 
x> x> x 
sinx 
———,xz20 f : e. d) SS 
giR>R,g(x)=; x este prelungirea prin continuitate a funcției f în x = 0. 
1, x=0 


1.4. PUNCTE DE DISCONTINUITATE 


Fie f : D > RÈ o funcție reală de variabilă reală şi x, e D. Deoarece 


orice funcție este continuă în punctele izolate din domeniul de definiție, 
rezultă că dacă x, eD este punct de discontinuitate al funcției f, el este 


punct de acumulare pentru mulțimea D. Acest fapt permite să se cerceteze 
existența limitelor laterale ale funcției. 


«e DEFINIŢII 
e Un punct de discontinuitate x, €D este punct de discontinuitate de 


prima speţă pentru funcţia f, dacă limitele laterale ale funcției f în 
punctul x, există şi sunt finite. 


+ Un punct de discontinuitate x, e D al funcţiei f în care cel puţin una din 
limitele laterale ale funcției f în punctul x, nu este finită sau nu există 


se numeşte punct de discontinuitate de speța 
a doua. 


UE Exemple 


2x+1x<l 
1. Fie non) (i 


3x-1,x>1 
X =1 avem: f(1-0)=3,f(1+0)=2 şi f(1)=3, deci x, =1 


este punct de discontinuitate de prima speţă, (figura 3). 


În punctul 


Figura 3 


1 
2. Fie f : R > P, f (x) = e i 
0,x=0 
În punctul x, =0 avem: f(0-0)=+, f(0+0)=-+0 
şi f(0)=0. Dreapta x = 0 este asimptotă verticală O x 


Figura 4 
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bilaterală, (figura 4). Rezultă că punctul x, =0 este punct de discontinuitate de 


speța a doua. 


E 1, Q A A SE 3 
3. Fie f: R— R, f(x)= p îs a (funcţia lui L. Dirichlet). Această funcţie 
„xe | 


are o discontinuitate de speța a doua în orice punct x, € R. 


DISCONTINUITĂŢILE FUNCŢIILOR MONOTONE 


Fie f: D-— È o funcţie reală de variabilă reală monotonă pe D şi 
x, eD' un punct de acumulare pentru D. Funcţia fiind monotonă are limite 


laterale în punctul x, e D' şi au loc relaţiile: 

f(x =0)<f(x, +0) sau f(x —0)> f(x, +0), după cum funcţia f este 
crescătoare sau descrescătoare. 

Mai mult, dacă x, €D, atunci există inegalităţile: f(x, -0)<f(x,)< 
< f(x, +0) sau f(x, —0)> f(x) f(x, +0). Aceste inegalităţi conduc la 
următorul rezultat pentru funcţiile monotone. 


m TEOREMA 2 
Fie f : D > È o funcţie monotonă pe D şi x, €D un punct de disconti- 


nuitate pentru funcția f. Atunci x, este punct de discontinuitate de 


prima speţă. 
Problemă reyolsală 


Să se arate că funcția f : R > R, f(x)= 


ad 
sin—=, x #0 Y 
x nu este monotonă 


0 „x=0 
pe nici un interval care conţine originea. 
Solutie 


i . ; Eo enal bas g 
1. Fie I c R un interval şi 0 e I. Deoarece lim sin — nu există, rezultă 
x> X 


că x, =0 este punct de discontinuitate de a doua speță, deci f nu poate fi 


monotonă pe I. 
2. Putem arăta că f nu este monotonă şi având în vedere că funcţia se 
anulează de mai multe ori pe I. 


Astfel, pentru A = 0 se obține x = E neZ. Luând x, = 2a n>l, 
X nr nn 


rezultă că x, >0 şi deci în intervalul I există o infinitate de termeni ai 
şirului mai puțin un număr finit. Aşadar f (xn) =0, pentru o infinitate de 


valori ale lui x„, deci nu poate fi monotonă pe I. 


201 


E Elemente de analiză matematică e Il. FUNCȚII CONTINUE 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


El. 


E2. 


AL. 


EXERSARE 


Să se studieze continuitatea funcți- E3. Să se determine domeniul de conti- 
ilor f:D—> R, în punctele speci- nuitate pentru funcţiile f:D>R în 
ficate: cazurile: 
a) f (x)= x° +x, xo = l; ) (x) xsin, š 20 
a x)= x ; 
b) f =X+|X|, Xo = 0; 
) (x) x [x| Xo 0, x=0 
1 
c) f(x) =2x +=, xo = 2; vx-l1sin(x-1) dsi 
2 2 2 s 
d) f(x) = xx, x, = 0. b) f(x)=4 3-1) ; 
x2+5x-6, x<1 
Să se studieze continuitatea funcți- ; in3 
ilor f:D > R, în punctele specifi- ia ati iat bg >0 
c) f(x) = x+x’ ; 
cate: 
2 <0 a, x<0 
a) f (x)= ai Acta > Xo = 0; 2 NL 
x+sinx,x>0 1+x x<0 
d) f(x) = îl 1+x +x? f . 
b) £ 2x, x<0 0: 
4G)= iaz, 70 i a, x20 
sin 3x „x<0 E4. Să se studieze natura punctelor 
c) f(x) 5 xX > Xo =0; de discontinuitate pentru funcțiile 
cos3x, x20 f: D >R, în cazurile: 
1-Vx 2x+1, x<0 
=———,x>l1 a) f(x)= =0; 
P -x° ) ( ) o x>0 
) f(x)= agal Xo =l; sin3x z) 
e rai 1) PFI 
8x? -8 b) f = =0 
g ) f(x)=}xIn|x], x<0> ¥0=0; 
To X#2 1 0 
Pit) ` p 
e) f(x)= 1+3- > Xo = 2; 
0, x=2 x -1 
[> x>1 
FRI (A. m 2 
—x#0 c) f(x)= i > Xo=l 
£) f (x)=; 1+e"* »Xo=0 =, x<1 
0, x=0 2 
APROFUNDARE 
Să se determine domeniul de conti- „ en*sinx+e "*cosx 
nuitate pentru funcţiile f:D-R o) f(x) z lim ex pe n g 
în cazurile: 
ra A2. Să se determine mulțimea punctelor 
a) f(x)=lim-——: de discontinuitate pentru funcțiile 
EL f:D>R: 
x2 + e™ 
b) f(x) = lim —— x, xeQ 
no -nx ? a) f(x) = ; 
>> l+e ) ( ) -x, x ER\Q 
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A3. 


0, xeR\Q 
2*+3,xceQ s 
4-9, xE R\Q 


1 
d) t(x) =. =|2] X£ ji 
1, x=0 
(Colegiu, Cluj-Napoca, 1995) 
e) f(x) = x[2x], x e [-1, 2]. 


b) ra- Ha i 


c) f(x) -| 


Să se determine constantele reale 
pentru care funcția f:D-—R, este 


continuă pe D: 

sin ax x<0 
a) f(x) = X i - 
In(x+e),x>0 
sin nX, X € PIZ, 


b) f(x) ge 


x e / 


x<0, 
i A x>0 


o a, 


c) f(x 


m 


£ . aretet, xe(0, 1] 
= xX ; 


a, x =0 


a, x=0; 
1 


e x 4+b-1, 


1 
(x+1)arcsin e *,x<0 
2) f(x 
x>0 


a 


sinx-cos(x+a)+1, x <— 


N 


h) f(x) E 


2cosx+sin(a+x), x>— 


N|a 


A4. 


A5. 


A6. 


A7. 
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Să se determine parametrii reali a, b, 
cel pentru care funcția f :D >R 
f 9- -£(0) 


este continuă şi lim există: 
50 


a) f(x E a +2ax+b?, x>0, 


sin 2x, x<0) 


b) f(x )= x2 +ln(x? +a°), x<0, 
bsin2x+2cosx, x >0 


ax-e5, x <0 


c) f(x) -| 


d) f(z je K (x+e), xel[-1, 0] 


a(x +e)+ b, x e (0, +0) 


b(x?+x-2)+c,x>0 


Să se determine a, b e R pentru care 
funcţiile f : D >R sunt continue: 


2 n™* 
a) f(x) = lim 2% $ tox, 
n> 2+x-e" 
2 -nx 
b) f(x)=1 im alX= 1|-e”* EO EDE , 
re e +e 


Se consideră funcţia f: R > R, 


f(x) lim e Its + Dra 


n> 


1+e"* 
Ştiind că f este continuă, să se 


f(x) 


calculeze lim z` 


x>0 x 


Să se determine constantele reale 

pentru care funcțiile f : D >R sunt 

continue, în cazurile: 
gax +4”, 


TOR 


3 
6x'-ax+a,x>l 


ax bx 
b) f(x | T3 


x<1, 


„x Ee(—, 1]U[2, +), 
x e (1, 2) 


; 


8x-—3, 
ia aa ci x>1, 


s 
,xX<l1 


c) f(x)= | 


2log,(x2 +a? 


2P*+x, x<2a-l 
ALE) = 3b* x >a2 


3x2+5x,x<a-l 
e) f(x x e[a-1, a°]. 


; 


8, x>a? 
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A8. Să se determine funcţiile continue A12.Să se determine a,beR, pentru 


£:D-—R, în cazurile: care funcţiile f :R—R sunt conti- 
a) f (2x) = f (3x), Vxek; nue: 
b) f(3x)-f (2x) =x, V x e R; ua uni x<l 


a) f(x) = 12, x=1; 


c) f(2x+1)-f(x)=0, Y x €R; gax-1 ,gl+bx 


d) f(x) =f (x?), Y x € D =(0, œ); pi 


aVx2+3+xVl+b?,x<1 
b) f (x) =;ax+bv2x° +1, x>1. 


e) f(2)=f(3),vxeB, D =[0, œ). 


A9. Se consideră f :R — R astfel încât 4, x=1 
f(x+y)=f(x)+£(y), Vx, yek. 
a) Să T arate că daca f este con- A13.Să se arate că următoarele funcții 
tinuă în xp =0, atunci f este con- nu sunt monotone pe nici un inter- 
tinuă pe R. val Ic R: 
b) Să se determine funcțiile conti- 1, xceQ 
nue f care verifică relația dată. a) f(x) = o +2 xeBi o: 

3 


A10.Fie f.g:R-—R, funcţii continue, 
astfel încât f(x)=g(x), vxeQ. Să b) f(x)= | 


se arate că f = g. 


X, xeQ 


x? +1, xeR\Q 


A11.Fie f,g:R>R, astfel încât f(x) - A14. Pot fi prelungite prin continuitate 


za x . 1 
=g(x), VxeQ. Să se arate că dacă funcțiile f:R'>R, f(x)= SID e 


f este continuă, iar funcția g este £ 1 £ 2| 1 A 
monotonă, atunci f = g. (Olimpiadă (x) = x cos z (z)=x*-] -z h? 
județeană, 1978) 


2) OPERAȚII CU FUNCȚII CONTINUE 


2.1. SUMA, PRODUSUL, CÂTUL ȘI PUTERI DE FUNCŢII CONTINUE 


Operaţiile cu limite de funcţii permit stabilirea continuității funcţiilor 
obţinute prin operaţii cu funcţii continue. 


m TEOREMA 3 
Dacă funcţiile f, g : D-— R sunt funcţii continue în punctul x, e D, atunci: 


a) funcția h = af + Bg este continuă în x, pentru oricare a, P € R; 
b) funcţia f - g este continuă în x; 


SN 3 SPESSE: E 
c) funcţia — este continuă în x, dacă g(x.) + 0; 
S 


d) dacă (£())” are sens, V x e D, funcţia f* este continuă în x. 
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Demonstraţie 
a) Dacă x, este punct de acumulare pentru D avem, folosind operațiile 


cu limite de funcţii: 
lim (af (x)+Bg(x)) = olim f(x)+Blimg(x)=of(x.)+Bg(x,)=h(x,), 


X—X9 X>X0 X—X9 
deci h este continuă în x,. 
Dacă x, este punct izolat pentru D, atunci h este automat funcţie 


continuă. 
b), c), d) Temă. 


© OBSERVAȚII 


1. Dacă funcțiile f şi g sunt continue pe D, atunci şi funcțiile af + Bg, f- g, 3 f* 
S 


sunt continue pe mulțimea D, cu condiția ca ele să fie definite pe D. 

2. Pentru a = B = 1 se obține că f + g este continuă, iar pentru a = 1, B = —1 
se obţine că f -g este continuă. 

3. Proprietățile a), b) se pot extinde uşor pentru n funcții. Dacă funcțiile 
f :D >R, i=1, 2,...,n sunt continue, atunci şi funcțiile af, +a,f, + 
+...+0,f, şi fi -f,-... f, sunt continue. 

4. Dacă funcţiile f şi g sunt discontinue în x, € D, atunci nu se poate afirma 


nimic referitor la funcţiile f + g, fg şi 3 
g 


IF Exemple 


a) Fie f, g : R > R, f(x) -1 


-1,x <0 g= —2, x<0 
dida 3,x>0. 


. . : . -3,x <0 
Funcțiile f şi g sunt discontinue în xọ=0, iar (f+g)(x)= x , 
4,x>0 
1 
—,x <0 
2,x<0 > SENNY 
(f-g)(x)= i = 0 PG = i sunt discontinue în x, =0. 
ee 8 3’ X > (0) 


| -1,x<0 . 1,x<0 3 
b) Fie eRe f(a) ` i şi e) =] i a 5 În acest caz, 
„x> -1, x> 


funcțiile f şi g sunt discontinue în x,=0, iar (f+g)(x)=0,(f-g)(x)=-1, 


PG = —1, x e R, deci funcțiile f + g, f - g, i sunt continue în x, =0. 
g g 


5. Dacă o funcție este continuă, iar cealaltă este discontinuă în x, €D, 
atunci funcția f + g este discontinuă în x,. 
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22. CONTINUITATEA FUNCȚIILOR COMPUSE 


Fie f : D > RÈ şi u : A —> D funcţii reale de variabilă reală şi funcția 
compusă h: A >Ñ, h=fou. 


f 
E TEOREMA 4 ue DR 
Dacă funcţia u : A — R este continuă în 
punctul x €A şi funcția f : D > R este| |, 
continuă în punctul u(x,)=u,, atunci funcția h=feu 
h=fo t tinuă î tul A. 
u este continuă în punctul x, € oR 


Demonstrație 
Fie (x„), x, €A un şir arbitrar cu lim x, =x,. Deoarece funcția u este 


n> 


continuă în x, € A, rezultă că limu(x,)=u(x,)=u, €D. 
n> 


Notăm u, =u(x„) n21. Rezultă că u,eD şi limu, =limu(x,)= 


n= 


(x¿)=u,. Din continuitatea funcţiei f se obţine: lim f (u(x, )) =limf(u,)= 


u 
= f(u) ȘI (f ° u)(x,). 

Aşadar, pentru oricare şir (x,), x, €A convergent la x, € A, rezultă 
egalitatea lim f(u (x, )) = f(u (xo )), deci funcția fou este continuă în 


XE A. E 


© OBSERVAȚII 

1. Dacă funcţia f este continuă pe D, iar funcţia u este continuă pe A, atunci 
funcţia fou este continuă pe mulţimea A. 

2. Dacă funcţia f sau u este discontinuă în u,, sau respectiv în x, nu 


rezultă în mod necesar că funcţia compusă fou este discontinuă în x,. 


tF Exemplu 
Fie fu:P-—R,f(x)= Cl, şi u(x)= 3a ed „ Se observă 
x+1,xeRNQ x-1,xe RO 


că funcţiile f şi u sunt discontinue în x, =0. 


Funcţia compusă h = fou este h(x)= x şi este continuă în x, =0. 


3. Dacă funcția u este discontinuă în x, iar funcţia f este continuă în 
u, =u(x,), nu se poate preciza nimic referitor la continuitatea funcției 


compuse fou. 
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I Exemple 
x, xeb 
x-1,xeRNQ 


Funcţia u este discontinuă în x, =0, iar f este continuă în u, =u(0)=0. 


a) Fie f,u : R > R, f(x)=x şi u=] 


Funcția compusă h = fou este h(x)=u(x) şi este discontinuă în x, = 0. 
-1,x <0 


b) Fie f,u: R >B, f(x)=|x| si us) a 
,X 


Înx=0 funcția u este discontinuă, iar în ug =u(0)=-1 funcția f este 
continuă. Pentru funcția compusă h =fou avem h (x) =1,xe RR şi este continuă în 
x=0. 

Aşadar, prin compunerea a două funcţii, cel puţin una fiind discon- 
tinuă, nu se poate preciza nimic despre continuitatea funcţiei compuse. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
E1. Să se studieze continuitatea funcți- x, x<0 
d) f(x) = | 


ilor f, g, f+g.f.g şi f. în cazurile: x2-1,x> 0 


x xs<1l 
x+1,x<1 S 4 S 
3 Ha a ai a 
( ) _ [x x<1, E2. Să se studieze continuitatea func- 
Z5 loco țiilor f, g : R > R, f o g ṣi g o f, în 
2x-1,x<1 cazurile: 
b) f(x)= 3x-2,x>1 a) f(x)=2x-1, g(x)=3x-2; 
Di b) f(x)=2x-1, TO ih 
e ai: 6x-3,x>1 
—1,x<1 
x?+x,x <1 c) o-i paa z(x)= hp; 
c) f = E NE i Ei 
) (x) Jx+3,x>1 XxX 1,x>1 
sinx x<0 
£ , : 1, x<1l x, x<0 
s(=) aa x>0 d £(x) E x>’ g(x) a x>0 
APROFUNDARE 
A1. Fief,g:D-— RR, funcţii continue. Să A2. Se consideră funcţia f : D > R şi 
se arate că funcțiile h,h,:D>R funcțiile f,,f_: D — R, definite astfel: 
h, (x)= max {£ (x),s(x)), h (x) = f, (x) = max (fa), 0) şi 
= min {£ (x) g(x)} sunt continue. £ (x)= min(f(x), 0) (funcţiile parte 
pozitivă şi parte negativă ale func- 
ției f). 
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A3. 


A4. 


A5. 


D1. 


D2. 


Să se arate că funcția f este con- 
tinuă dacă şi numai dacă funcțiile 
f, şi f sunt continue. 


Fie f, g : R — R şi x €R, astfel 


. Să se studieze 


S xV2, xeQ 
TEN xeRNO 


continuitatea funcțiilor f, g, fo g, g o f. 


încât g(x9)z0. Să se stabilească || A6. Se consideră funcția f:R>R, f(x)= 

valoarea de adevăr : propoziției: = x2 —1 şi se definesc funcțiile: 

Dacă f+g,f.g şi F sunt continue g(x) = min (£(t) lt < x} şi 

în xy, atunci funcţiile f şi g sunt h(t)= min (£ (t) |x -1<t< x} . 

continue în xy. Să se studieze continuitatea funcți- 
ilor g şi h. 

Fie g:R— R o funcţie polinomială 

şi f:R-R, A7. Să se determine constantele a, b e 

; sinnx,xeRNZ e R, astfel încât funcţia f + g să fie 

x)= celei S 
( ) g (x), ez continuă, dacă: 
J 4 3 T sat x+a,x<b 

Să se determine funcția polinomială f(x)= l b’ 

g pentru care funcția f este continuă a dala 

pe R. x+b,x<a 
g(x)= Ši ; 

Se consideră funcțiile f, g : R > R, AERE ZA, 

date de relațiile: 

x, xeQ A8. Să se studieze continuitatea funcţiei 
f(x)= z f: R > R, ştiind că are loc relaţia: 
V2, xeRNQ i 
2f(x)+3f(1-x)=}>  *51 
2x-1,x>1 i 
DEZVOLTARE 


Fie f: D >R o funcţie monotonă pe 

D, astfel încât Im (f ) este interval. 

Să se arate că f este continuă. 

Să se arate că funcția f : D >R 

este continuă în cazurile: 

a) f :[-1, 1] > R, f (x) = arcsinx; 

b) f:R>R, f(x) = arctg x; 

c) £:[0,1]u[2,3]—B, 
x-1,xe|0,1 

ăi | [0,1] 


x2-4,x e [2, 3] 


D3. Fie f:I—R o funcţie injectivă şi 


D4. 


D5. 


D6. 
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continuă pe intervalul I c R. Să se 
arate că f este strict monotonă pe I. 


Să se determine funcţiile f : R > R 
continue cu proprietatea: 
(£ofof)(x) =x, xeER. 


Să se arate că nu există funcție 
f:R-—R continuă cu proprietatea: 


(£of)(x)=-x, xek. 


Fie f:I>J,I,JcR intervale. Să 
se arate că dacă f este bijectivă şi 


continuă, atunci funcția f-l este 
continuă. 
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PROPRIETĂȚI ALE FUNCȚIILOR 
CONTINUE PE INTERVALE 


Clasa funcțiilor continue are câteva proprietăți remarcabile care îşi 
găsesc numeroase aplicaţii în teoria ecuaţiilor. 


3.1. EXISTENŢA SOLUȚIILOR UNEI ECUAŢII 


Fie I c R un interval, f : I — Ro funcţie continuă pe I și a, b e I. Să 
lecturăm graficul funcției f din figura 1. 


Figura 1 


Se observă că valorile funcției în punctele a şi b au semne contrare 
sau altfel exprimat, punctele A(a, f(a)) şi B(b, f(b)) sunt separate de axa 


Ox. Intuitiv, din lectura graficului funcţiei f se desprinde ideea că graficul 
funcţiei f intersectează axa Ox în cel puţin un punct x,. Altfel spus, ecuaţia 


f(x) =0 are cel puţin o soluţie x, e(a, b). Problema care se pune este dacă 


această proprietate se menţine pentru oricare funcţie continuă. 
Răspunsul este dat de următorul rezultat: 


m TEOREMA 5 (Cauchy-Bolzano) 
Fie f : I — È o funcţie continuă pe intervalul I şi a, b e I, a < b. Dacă 


valorile f(a) şi f(b) ale funcției f au semne contrare, f(a)-f(b)<0, 


atunci există c € (a, b), astfel încât f (c) =0. 


Din teorema Cauchy-Bolzano rezultă că dacă o funcție f : I —> R 
continuă pe intervalul I c R are valori de semne contrare în punctele a, b e I, 
atunci ecuația f(x)=0 are cel puțin o soluție în intervalul (a, b). Acest 
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rezultat permite să arătăm că anumite ecuaţii au cel puţin o soluţie într-un 
interval dat. 


Probleme rezolvate 


1. Să se arate că ecuația x” + 2Inx =0 are cel puţin o soluţie în inter- 
valul I=|e7,1]. 


Solutie 
Considerăm funcţia f : I — R, f (x) =x° +2lnx, care este continuă pe I. 
Avem: f(1)=1 şi î(e“) = ua -2<0, deci f(1). f(e) <0. Atunci există 
e 


c e I astfel încât f(c)=0, deci ecuația are cel PA Tema 

puţin o soluţie în I. Să se arate că ecuaţiile au 
Mai mult, deoarece funcţia f est strict soluții în intervalul dat: 

monotonă pe I, ca sumă de funcţii strict 

monotone pe I, rezultă că ecuaţia are soluţie b) x? =e*,1=[0,1]. 

unică. 


a) x+sinx = -1, I=[-x0]; 


2. Să se arate că ecuaţia x" +nx=1, neN \ {1}, are o soluţie pozitivă x,. 
Să se calculeze limx, . 
n> 


Solutie 
Funcția f: R —> R, f(x)=x"+nx-1 este funcție polinomială, deci este 


continuă. Pentru x > 1 se obține f(x)>0. Rezultă că ecuația f(x)=0 poate 


avea soluții pozitive numai în intervalul [0, 1]. 
Avem: f(0)=-1, (=) = Ai, Aşadar, există x, e o, 2), n22, cu pro- 
n) n n 


prietatea că f(x,)=0. Funcţia f fiind strict monotonă pe (0, 1), soluţia x, 
este unică. Din criteriul cleştelui se obține lim x, =0. 


n> 


3.2. STABILIREA SEMNULUI UNEI FUNCTII 


Lecturând figura 1 observăm că pe intervalul (a, X) funcția f nu se 


anulează, iar graficul funcției f este situat sub axa Ox, deci f are numai 
valori negative, respectiv deasupra axei Ox, deci f are numai valori pozitive. 

Mai general se obține: dacă funcția f : I —> R este continuă pe 
intervalul I şi f(x)+0, Y xeI, atunci funcția f are acelaşi semn pe întreg 


intervalul I. 
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m TEOREMA 6 
Dacă funcţia f :I—>IR este continuă pe intervalul I şi f(x)z0, V x eI, 


atunci f are acelaşi semn pe intervalul I. 


Într-adevăr, dacă f nu ar avea semn constant pe I, atunci ar exista 
a, be, astfel încât f(a)-f(b)<0. Dar în acest caz, din teorema 5 ar exista 


ce(a, b), astfel încât f(c)=0, în contradicţie cu ipoteza. BI 
Acest rezultat permite ca pentru o funcţie continuă să se poată stabili 


semnul pe un interval pe care ea nu se anulează, cunoscând doar semnul 
unei valori a funcţiei într-un singur punct din interval. 


Să se stabilească semnul următoarelor funcţii f : R — R şi să se rezolve 
inecuaţiile f(x) <0 în cazurile: 


a) f(x)=x" —10x"+9; b) f(x)=(x-2)(x-1+2*). 


Solutie 


să sa _ A Temă 
a) Soluțiile ecuației f(x)=0 sunt Kezoivali IE ocuațiila: 
x e {-3, 3, -1, 1}. Deoarece f este funcţie continuă a) xí -8x < 0; 


pe R şi nu se mai anulează pe intervalele b) (2 -1)(3 -3) >0. 
(—0,-3), (-3, —1), (-1,1), (1, 3), (3, +), ea are 4 
semn constant pe fiecare din aceste intervale. Având f(-4)=f(4)=105, 
f(0)=9, f(-2)=f(2)=-15, se poate alcătui tabelul de semn al funcţiei. 


X |—o —3 —1 1 3 +0 
Plc). | ot) EE 0 +++++ 0 ie 0 +++++ 


Soluția inecuației f (x)<0 este x e[-3, -1]uU[1, 3]. 

b) Din f(x)=0 rezultă x = 2 şi x+2*=1 cu soluția unică x = 0. 
Funcţia f fiind continuă pe R, rezultă că ea are semn constant pe intervalele 
(—œ, 0), (0, 2) şi (2, +œ). Deoarece f(-1)=4,5, f(1)=-2 şi f(3)=10, se 
obţine tabelul de semn: 


X | —o (0) 2 +0 
EErEE SE O ++++++++ 


Soluţia inecuaţiei f(x) <0 este x e[0, 2]. 
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3.3. PROPRIETATEA LUI DARBOUX 


Fie I c R un interval şi f: I > Ro 
funcție continuă, iar a, b e I, a < b. Să 
lecturăm graficul acesteia pe inter- 
valul I, (figura 2). 

Se observă că dacă alegem un 


număr e (f(a), f(b)), atunci se poate 
găsi o valoare c(A)e(a, b) cu propri- 
etatea ca f (c ()) =À. E Figura 2 


Un asemenea rezultat este specific unei anumite clase de funcții. 


<» DEFINIȚIE 
e Fie f : D > Ro funcție și I c D un interval. Funcţia f are proprietatea 
lui Darboux pe intervalul I dacă oricare ar fi punctele a, b e I, a < b și 
oricare ar fi A cuprins între valorile f(a) şi f(b), există un punct 


c(à)e(a, b) astfel încât f (c ()) =À. 


Aşadar, o funcție f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I dacă 
nu poate trece de la o valoare y, la o valoare y,, fără a lua toate valorile 
cuprinse Între y, şi y,. 

Lecturarea graficului funcţiei continue din figura 2 sugerează faptul 
că aceasta are proprietatea lui Darboux. 

Mai general, avem următorul rezultat: 


m TEOREMA 7 (Cauchy-Weierstrass-Bolzano) 


Fie f:D-— È o funcţie continuă şi I c D un interval. Atunci f are 
proprietatea lui Darboux pe intervalul I. 


Demonstraţie 
Fie a,b e I, a < b și f(a)=y,,f(b)=y, valorile funcţiei f în punctele a 


şi b. Vom presupune y, <y,. Pentru A e (Ya; ya) considerăm funcția g : I —> R, 
s(x)=f(x)-2. Funcția g este continuă şi g(a)=f(a)-A=y,-A>0, 
s(b)=f(b)-a=y,-A<0. Din teorema 5 rezultă că există ce (a, b), astfel 
încât g(c)=0. Din egalitatea g(c)=0 se obţine că f(c)=A şi teorema este 
demonstrată. W 


212 


E Elemente de analiză matematică e Il. FUNCȚII CONTINUE 


© OBSERVAȚII 
1. Dacă f : I —> RÈ nu este funcţie constantă şi are proprietatea lui Darboux, 
atunci Im(f) este o mulţime infinită deoarece odată cu valorile y,, y, 


conţine tot intervalul (y,, yz). 


Aşadar, dacă funcţia neconstantă f : I => R are un număr finit de valori, 
atunci ea nu are proprietatea lui Darboux pe I. 
2. Dacă f : I —> R este o funcţie continuă pe intervalul I c R, atunci 


mulţimea Im(f) este un interval. 


3. Dacă funcţia f : I — R are proprietatea lui Darboux pe I, atunci ea nu 
poate avea decât discontinuități de a doua speţă. 


Probleme rezolvate 
1. Să se determine funcţiile f : R — R, continue, ştiind că: 
f’ (x)=3-f(x), x eR. 
Solutie 
0,xeA 
3, xelRNA 


Deoarece f este funcţie continuă, atunci Im (£ ) trebuie să fie interval. Dacă 


Din relaţia dată se obţine: f(x)(£(x)-3) =0,xeB, şi f(x) -| 


Im(f)= {0, 3} rezultă că f nu are proprietatea lui Darboux pe R. Rămân 
doar situațiile: Im(f)={0} când A = şi Im(f)={3} când A = Ø. Aşadar, 
f(x)=0,xeR sau f(x)=3,xeR sunt singurele funcții care verifică con- 


diția cerută. 


2. Fie f :[a, b]—> R o funcție continuă. Să se arate că există cea, b], 


astfel încât f(c) = Ho A 
Solutie 
f f(b 
Dacă f(a)=f(b), avem ete) ta) şi se poate lua c = a. Să 


f f(b 
presupunem că f(a)<f(b). Atunci f(a)< sa) <f(b). Deoarece f este 
f(a)+t(b) 


continuă, ia toate valorile cuprinse între f(a) şi f (b), deci à= 5 


este valoare a funcţiei f. Aşadar, există ce [a, b|, astfel încât f (c) =À. 
3. Să se arate că orice funcție polinomială de grad impar are cel puțin 


o rădăcină reală. 
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Solutie 

Fie f:R—> R, f(x)=a,x" +a,x"+...+a,, n impar, funcție polinomi- 
ală de gradul n. 

Avem: a= lim f(x x)=a, :(—0) şi B= limf (x)= a, (+0). 


>- x—+o 
Se observă că a : B < 0, deci funcţia f are valori de semne contrare. 
Aşadar, există x, € (—%, +0), astfel încât f(x, )=0. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


=  EXERSARE 
E1. Să se arate că următoarele ecuaţii || E3. Să se rezolve inecuaţiile: 
au cel puţin o soluţie în intervalul a) x? -4x 2> 0; b) (x 2 1)(lnx = 1) <0; 
dat: 
2 = g 2*—4 ` 
a) x+1+sinx=0, r-|-3, ol; o (x*-1)- (e -1)20; d A 
b) xë +5x” +4x-9=0, I= [0, 1]; a 0 pp i, 
2* -9 3-Inx 


c) (x?-8)-2* =1, I =[2, 3]; 
E4. Să se arate că funcţiile f : R -> R nu 
d) arctg x =Inx, I= (0, T, %); au proprietatea lui Darboux pe R: 


e) x+lnx=0, 1 = [0, 1]. a) f(x) =sen(x); 


E2. Să se stabilească semnul funcţiei -2, x e(—%, 0] 

f: D > R, în cazurile: Moas x’+1,xe(0 ta) 

a) f (x)= x° -3x +2; 

© f(x _|X +2,x<1 , 

b) f(x) = (-1-(2-4); 3x-1,x>1 

c) f(x)=(x-1):Im(x+1); d) £()- Pai 

d) £(x)=(1-1Inx)-(2-8); p 

1 —3x+2 _ [El xz0 
f(x) = ES, i 

e) (x) x? —16x e) f(x x 

f) t(x)=In?x-2Inx 
= APROFUNDARE = 
A1. Să se stabilească semnul funcției || A2. Să se arate că funcția f : R > R nu 

f: D > R, în cazurile: are proprietatea lui Darboux pe R: 


x, xeQ 

x’ „xeBNOE! 
x+], xeQ 

2%, xeR\Q 


a) f (x)= 4sin?’ x-1, D=[0, 21]; 
b) f(x)=x+ln(x+1), D =[0, e-1]; 
c) f(x) = sin x — cos 2x, D = [-7, m]; 


a) f(x)= 
b» e=] 


d) £(x)=sinx+In(x+1),D =[o, zj; 

, A3. Să se arate că ecuaţia x*+2x-1=0 

e) f(x )= Sinx: (sin( (Inx) )) D =[1 e]; nu are toate soluțiile reale numere 
f) f(x) =sin(Inx), D = (0, +0). întregi. 
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A4. 


A5. 


A6. 


A7. 


A8. 


A9. 


D1. 


Folosind monotonia funcțiilor şi pro- 
prietatea lui Darboux, să se arate 
că funcţiile sunt bijective: 

a) f:RoR,f(x)=x+25; 

b) f : (0,+0) —> R, f(x)=x+log2x; 


c) f : R > R, f (x) = 2* +9. 


Fie f:[a, b]—>[a,b] o funcție conti- 
nuă. Să se arate că există un punct 
Xo € [a, b], astfel încât f (xo) =X 


(x, se numeşte punct fix.) 
(Academia Tehnică Militară, 1991) 


Fie f: [0, 2n] >R o funcție continuă, 
astfel încât f (0) =f (27). Să se arate 


că există xye(0,n), astfel încât 


f (xo) = f (xo +1). 


Se consideră funcţiile f, g:[a, b] > 
>[a, b] 
g(a)=a, g(b)=b. Să se arate că 


continue, astfel încât 


ecuația f(x)-g(x)=0 are cel puțin 
o soluție. 
Fie f : R > R o funcție continuă şi 


mărginită. Să se arate că ecuația 
f(x) = x are cel puțin o soluție reală. 


Să se determine funcţiile continue 
f: R > R, astfel încât: 


A10. 


All. 


A12. 


A13. 


2x 
f =f| — |, VxeR. 
(2) - +x’ ) 
(Olimpiadă locală, 1993) 


Se consideră xy<R şi şirul (x,) 


dat de relația de recurenţă Xba = 


=x2 + 2x,+12,n>1. 
a) Să se arate că şirul este conver- 
sent. 


b) Să se determine funcţiile f : R > R 
continue, astfel încât: 


es)=e(t x? +2x+12), xek. 
(Olimpiadă locală, 1995) 


Fie f : R > R o funcție continuă, 
astfel încât sinf (x) =1,VxehR. Să 


se arate că f este funcţie constantă. 
(Invăţământ tehnic, 1985) 


Fie f:R-— R o funcţie continuă, 
astfel încât ecuaţia f(x)=x+4 nu 


are soluţii reale. Să se arate că f 
este nemărginită. 


Un rezervor este umplut la o sursă 
cu debit variabil între orele 8 şi 12. 
Acelaşi rezervor este golit prin 
scurgere a doua zi tot între orele 8 
şi 12. Să se arate că există o oră h 
în ambele zile la care apa este la 
acelaşi nivel. (Olimpiadă jude- 
țeană, 1975) 


DEZVOLTARE 


Fie f :[a, b]—>R o funcţie continuă 
şi m= inff([a, b]), M= supf([a, b]). 
Să se arate că funcţia f este măr- 
ginită şi există xy, x, e|a, b] cu pro- 
prietatea că f(x) =m şi f(x.) =M. 


(Teorema lui Weierstrass) 


D2. 


D3. 
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Fie f:D >R o funcție continuă şi 
I=[a,b]cR. Să se arate că f(1) 


este interval închis şi mărginit. 


Să se arate că dacă f: [a, b] = (a, b) 


este funcție surjectivă, atunci f 
este funcție discontinuă. 


E Elemente de analiză matematică e II. FUNCȚII CONTINUE 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 
Să se studieze continuitatea funcţiilor f : R > R: 
a) £( ) 3x-1,x<1 b) e( ia x2 420 Go 
x)= ; x)= lim ~. A 
ax+2,x>1 no g + 1+2 P 
Să se stabilească semnul funcţiei f : R > R, f(x) = (3 -27).(2 -3Yx). (3p.) 
sinax sii) 
Să se prelungească prin continuitate funcţia f:R > R, f(x) = a 
ó In(1+x) 
„x>0 
ax 
(8p.) 
Testul 2 
Să se studieze continuitatea funcţiilor f: D > R: 
T 
tg—, 0 
a f(x)= arc sz x> ; 
a, x=0 
sin 5ax | a [-1, 0) 
9x 
b) f(x)= b, x =0 ; (3p.) 
in (3 F 
Bit arestis), x e (0, 1] 
sin (9 arcsin x) 


Fie f:[0,+%0)—-R o funcţie continuă astfel încât f(x*)-f (x) =x2-x, 


x e (0, + æ). Să se determine f. (Olimpiadă locală, 1992) (3p.) 


Să se stabilească semnul funcţiei f : R > R, f (x) = (3 -2).(5 — 4% — 3%). (3p.) 


Testul 3 


Să se studieze continuitatea funcţiilor f : D > R: 
a) f (x)= x-[2*], x e[1, 3]; 
ax+b, | <a 


b) f(x)= (3p.) 


SE | 1 . 
arcsin — - arceos-—, |x| 21 
X X 


Se consideră funcția f : R > R, astfel încât (fof)(x)=-x, VxeR. Să se arate 


că f este discontinuă. (3p.) 


Fie f:[a,b]—>R o funcţie continuă, astfel încât a<f(a) şi f(b)<b. Să se 


arate că f admite cel puţin un punct fix. (3p.) 
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CAPITOLUL lll. FUNCŢII DERIVABILE 


Noţiunea de derivată a fost introdusă şi folosită în matematică de savantul Isaac Newton 
(1642-1724) în legătură cu studiul legilor mecanicii şi aproape în acelaşi timp, de savantul 


Gottfried Leibniz (1646-1716) în legătură cu studiul tangentei la o curbă într-un punct al 
acesteia. - 


(DD DERIVATA UNEI FUNCȚII ÎNTR-UN PUNCT 
1.1. PROBLEME CARE CONDUC LA NOȚIUNEA DE DERIVATĂ 


PROBLEMA TANGENTEI LA O CURBĂ (GOTTFRIED LEIBNIZ) 


Să considerăm funcţia f:(a, b)>R, o y G 


funcție continuă şi punctul fix M, (x; £(x,)) f(x) F ---------- 
pe imaginea geometrică %, a graficului funcției. 
Se pune problema determinării tangentei în 
punctul M, la curba %,, determinare care 


impune găsirea pantei (coeficientului unghiular) 
acestei drepte. f(x) =- ------ 


Vom gândi tangenta M,T ca fiind o 
„poziție limită“ a unei secante MM atunci k 
când punctul M(x, f (x)) se apropie oricât de Figura 1 
mult de punctul M,, rămânând permanent pe curba %,. In acest mod, 


panta secantei M,M tinde să aproximeze panta tangentei la curbă în 
punctul M,, (figura 1). 
Se ştie că panta secantei M,M reprezintă tangenta trigonometrică a 


unghiului a format de aceasta cu sensul pozitiv al axei Ox. Ca urmare, are 
loc egalitatea: 


ga TO- 


X-X, 


Presupunând că există limita m = ia Oea) (1) 
XX0 x — Xo 


, aceasta este 


prin definiție panta sau coeficientul unghiular al tangentei în punctul 
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M, la curba %,. Astfel, tangenta în punctul M, (xa f (x0)) este bine 
determinată de ecuația: y -f(x,)=m(x-x,): 

Dacă m =+%, atunci tangenta în punctul M, este o dreaptă cu 
aceeaşi direcție cu axa Oy. 


Pentru limita (1) se va adopta notația f'(x) ~= lim OE 
x>X0 Z= 


şi se va 


numi derivata funcției f în punctul x,. 


PROBLEMA VITEZEI INSTANTANEE A UNUI MOBIL (ISAAC NEWTON) 


Să considerăm un mobil ce se deplasează neuniform pe o traiectorie 
rectilinie după o lege de mişcare s=s(t), care caracterizează spațiul 


parcurs de mobil ca funcție de timp. In aceste condiții se pune problema 
determinării vitezei medii într-un moment fixat tg. 


Pentru aceasta se consideră intervale de timp [t,, t] din ce în ce mai 
mici pe care mişcarea mobilului tinde să devină uniformă. În acest fel, 
s(t)-s(t) 

t-t, 

Se obține astfel definiția vitezei instantanee a mobilului la 

momentul t, (fixat), t, >0 ca fiind limita vitezei medii când t> t,: 


viteza medie a mobilului în intervalul de timp [to; t] va fi v, = 


statii DC), o 

Din punct de vedere matematic, această limită, dacă există, se va numi 
derivata în punctul t, a funcţiei spaţiu „s“, notată s'(t, ). 

Viteza instantanee la momentul t, va reprezenta derivata „spațiului“ 
în punctul tọ: v(t )=s'(t)- 

În mod asemănător, dacă v(t) este viteza unui mobil la momentul 
oarecare t, atunci accelerația mobilului la momentul t, fixat va fi: 

a(t) = ip OC), e 


în ipoteza că această limită există. 


1.2. DEFINIȚIA DERIVATEI UNEI FUNCTII ÎNTR-UN PUNCT 


Fie funcția f:D>R,DckRşix €D un punct de acumulare al 
mulțimii D. 
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+ DEFINIŢII 


e Se spune că funcția f are derivată în punctul x, eD dacă există 
f(x)-f(x = 
ani O aR, 
XX0 X —X9 
Această limită se numeşte derivata funcţiei f în punctul x, şi se 
f(x)-f(x 
notează f'(x,)=lim om 
X—X0 X —X9 
e Se spune că funcţia f este derivabilă în punctul x, e D dacă limita 
f(x)-f(x 
f'(x,)=lim Pef) există şi este finită. 


XX x — X9 


© OBSERVAȚII 


1. Derivabilitatea unei funcții este o proprietate locală, deoarece în studiul 
derivabilităţii unei funcţii într-un punct intervin numai valorile funcției 
într-o vecinătate a punctului. 

2. Funcţia f nu este derivabilă în punctul x, dacă f tz) nu există sau 
există şi este infinită. 

3. Utilizând schimbarea de variabilă h =x —x,, atunci derivata funcției f în 

f(x, +h)-f(xo) 

n 3 


punctul x, se determină cu formula: f'(x,)= lim 


«e DEFINIȚII 
“Fie f:D>R, AcD. 


Funcția f este derivabilă pe mulțimea A dacă este derivabilă în 
fiecare punct al mulțimii. 


e Mulțimea D, = {x eD | 3 f'(x) şi f'(x)e R) se numeşte domeniul de 
derivabilitate al funcției f. 
* Funcţia f':D,—R care asociază fiecărui x e D, numărul real f'(x)se 
numeşte funcția derivată a funcției f sau derivata funcției f. 
Dacă funcția f este derivabilă pe mulțimea D, folosind observația (3), 
atunci legea de corespondență a funcției f' se scrie sub forma: 


) T f(x+h)-f(x) 
f'(x)=lim = 


„VxeDb. (1) 


h>0 


Operația prin care f' se obține din funcția f se numeşte operația de 
derivare a lui f. 
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& fii A / 
k 1. Să se arate că următoarele funcţii au derivată în punctele 
specificate şi sunt derivabile în aceste puncte: 


a) f(x)=x"+2,x,=3 


1 
b) f(x)= ŽŽ, x, =-2 
) f(a) Ex 
Solutie 


à f(x)-f 
În fiecare caz se arată că există f'(x,) = lim îs) E) ER. 
X—X0 X-X 


2? +2)-11 T 
a) Avem: P(3)=lim Č E iE DOY aee 


x>3 x-3 x>3 x-3 


Funcţia f are derivată în x, =3, f'(3)=6 şi este derivabilă în x, =3. 


ea = 
x—=>-2 x+2 >22 2(x +4) 4 
Aşadar, f are derivată finită în x, =-—2, deci este derivabilă în x, = —2. 
k 2. Să se studieze dacă funcția f :R— R, f(x)=4/x+5 are derivată în 
punctul x, =-—5 şi să se precizeze dacă este derivabilă în acest punct. 


Solutie 
5 a 3/ 
Calculăm f'(-5) = lim iz) 0025) = lim yeta = lim TEE e = +00, 


x>-5 x+5 x>-5 x+5 x>-5 (+5) 
In concluzie, f'(-5) =+% şi, ca urmare, f are derivată în x, =-5, dar 
nu este derivabilă în acest punct. 


k 3. Să se determine derivata f! a funcţiei: 
f: R> R, f(x)=x’° -4x +3. 


Solutie 
Se va folosi formula (1) -f (x) -lim X+ > 2 f(x) 
h) -4 h 3-[(x? -4 3 
Avem succesiv f'(x) = lim (x+h) (x+ JE (x Xx+ ) _ 
> h (h + 2x — 4) 
= lim sy 


h>0 


Aşadar, f':R — R, f'(x)=2x- 4. 
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1.3. DERIVABILITATE ȘI CONTINUITATE 


Proprietăţile de derivabilitate şi continuitate ale unei funcţii numerice 
au fost definite ca proprietăţi locale. Legătura dintre acestea este dată de 
următorul rezultat. 


[i] TEOREMA 1 (continuitatea funcţiilor derivabile) 


Orice funcție derivabilă într-un punct este continuă în acel punct. 


Demonstraţie 
Fie funcția f:D—>R şix,eD un punct în care f este derivabilă. 


Pentru a demonstra că f este continuă în punctul x, este suficient să 
arătăm că lim [£(x) -f(x, )] = 0. În acest sens avem succesiv: 

. >. f(x)-f(x >. f(x)-f(x f 

ace(s) 0] ip EI C e) OI Pol m-a) 
=f'(x,)-0=0. 


Rezultă că lim f (x)= f(x), deci funcția f este continuă în punctul x,. E 


X—X0 


© OBSERVAȚII 

1. Reciproca teoremei 1 este în general o propoziţie falsă. Altfel spus, o 
funcţie numerică poate fi continuă într-un punct fără a fi şi derivabilă în 
acel punct. 


t7 Exemplu 
e Funcţia modul f:R-— R,f(x)=|x| este continuă în x,=0 deoarece 
lim (x) = lim |x| =0= f(0). 
Pentru derivabilitate să studiem existenţa şi valoarea limitei raportului 
f(x)-f 
R(x) = GELU) = x în x) =0. 
x-0 X 


Avem: Eag = 2 (-1) = —1, iar aR = i =i, 


Aşadar, nu există limR(x) şi, ca urmare, funcția modul nu este derivabilă în 
x>0 


punctul x, =0. 


In concluzie, continuitatea este doar condiție necesară pentru 
derivabilitate, dar nu şi suficientă. 
2. Contrara reciprocei teoremei 1 este propoziţie adevărată (principiul 


contrapoziţiei: (p— q)= (la >lp) l 


Orice funcție discontinuă într-un punct nu este derivabilă în acest punct. 
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Atenţie! 
Există funcţii discontinue într-un punct şi care au derivată în acel punct. 


t Exemplu 


PE e xz0 
x 


e Funcţia f : R > R, f(x) = este discontinuă în x, =0. 


0, x =0 
, , . 1 1 
(imt) =-5, E En , iar f'(0) = lim = -arctg= = +o. 


k] Să se determine numerele reale a şi b, astfel încât funcția f:IR — R, 
x’ +(a-2)x+3-b, x <0 


ra 


e, x >0 


să fie derivabilă în xp =0. 


Solutie 

Deoarece proprietatea de continuitate a unei funcții într-un punct este 
condiție necesară pentru derivabilitatea în acel punct, impunem condiția ca 
funcția f să fie continuă în xp =0. 


Din egalitățile f(0-0)=f(0+0)=f(0) se obține b=2. 


Din derivabilitatea funcției f în x, =0 rezultă că lim W 
x—0 X — 


există 


şi este finită. 


2 3x 
i <.. X+(a-—2)x .. e*-—1 Í : 
Se obţine că lim l > lim „ echivalent cu lim(x+a-2)= 
x>0 x x—0 x x—0 
x<0 x>0 x<0 
e? E 
= lim 3 -3, care conduce la egalitatea a -2 = 3, de unde a=5. 
x>0 x 


x>0 


În concluzie, pentru a=5 şi b=2 funcţia f este derivabilă în x, =0. 


(0) DERIVATE LATERALE 


S-a observat că pentru funcţia „modul“ f:R-— R, f(x)=|x] limita 
f(x)-£(0) 
x-0 
limitele laterale ale acestui raport în punctul x, =0. Aceste limite laterale 


raportului R(x)= în punctul x, =0 nu există, în schimb există 


vor fi denumite derivatele laterale ale funcției f în punctul x, =0. 
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DERIVATA LA STÂNGA 


Fie funcţia f: D >È şi x, € D, astfel încât Dn(-o, x, )z Ø. 
+ DEFINIŢII 
e Funcţia f are derivată la stânga în punctul x, dacă limita 
A f(x)- f(x.) 


X—X0 x — Xo 


X<X0 


Această limită se numeşte derivata la stânga a funcției f în punctul x, 


există în R. 


şi se notează f, '(x,). 
e Funcția f este derivabilă la stânga în punctul x, dacă derivata la 
stânga în x, există şi este finită. 


DERIVATA LA DREAPTA 


Fie funcţia f: D >R şi x, € D, astfel încât Di(x, +0) z Ø. 

+ DEFINIȚII 
* Funcția f are derivată la dreapta în punctul x, dacă limita 
i f(x)-f(a) 


X—X0 x — Xo 


X>X0 


există în R. 


Această limită se notează f, '(x,) şi se numeşte derivata la dreapta a 
funcției f în punctul x, . 

e Funcţia f este derivabilă la dreapta în x, dacă derivata la dreapta în 
punctul x, există şi este finită. 


Revenind la funcţia modul, putem spune că nu este derivabilă în 
punctul x, =0,este derivabilă la stânga în x, =0 cu f',(0)=-1 şi este 
derivabilă la dreapta în x, =0 cu f',(0)=1. 

Folosind derivatele laterale într-un punct, se poate da o caracterizare 
a existenţei derivatei unei funcţii într-un punct, respectiv a derivabilității 
acesteia în punctul considerat. 


m TEOREMA 2 
Fie funcţia f: D >R şi x, €D. 
a) Funcția f are derivată în x, dacă şi numai dacă f are derivate laterale 


în x, si f' (x)= f'a (x0) =f'(x,). 
b) Funcția f este derivabilă în x, dacă şi numai dacă este derivabilă la 


stânga şi la dreapta în x, şi f',(x,)=f' (x0) = f'(x). 
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© OBSERVAȚII $I PRECIZĂRI 
e Să considerăm funcţia f :[a, b] > R. 


a) Dacă f are derivată în x, =a, atunci aceasta este f'(a)=f',(a). 
b) Dacă f are derivată în x, =b, atunci aceasta este f'(b) = f', (b). 


c) Funcția f este derivabilă în punctul a (respectiv în punctul b) dacă este 
derivabilă la dreapta în punctul a (respectiv la stânga în punctul b). 


& fii A le 


k] 1. Să se studieze derivabilitatea funcțiilor în punctele specificate: 
a) f : R — RÈ, f(x)=x|x-1], ue 
b) f : R > R, f (x)= max(4x +2, x-1), x, = -1. 
Solutie 
i -x° +x, x <1 
a) Funcția f are legea de corespondență: f (x) Da 
x’ —x,x>1 


Calculăm derivatele laterale în punctul x, =1. Avem: 


kao X- m =i ay 
f(x)-f(1 5 
f) (1)=lim G) (0) im =limx=1 
sio o X- si X- A 
Deoarece f! (1) =+ f', (1), rezultă că f nu este derivabilă în punctul x, =1. 
x-]l,x<-1 
b) Legea de corespondenţă este: f (x)= . 
4x +2, x>-1 


ri ia E lea 

pl e XFL x 7 
Esi) o tu 200) o (050 2) ua 
i se x+1 o x+1 


Deoarece f! (-1) = f', (-1), rezultă că f nu este derivabilă în x, =-1. 
k] 2. Să se studieze derivabilitatea funcției f : (—%, 0] U [2, + co) >R, 
f(x) = x” —2x, în punctele x, =0, x, = 2. 
Solutie 
° Studiul derivabilității funcţiei în x, =0 revine la studiul derivabili- 
tății la stânga punctului x, =0. 
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Avem: 
ză 2 Da za 
£'(0)=£'.(0) = lim (ie AC (E ete = Pa Se -ii - = - 
20 xX o X = x aa x 
Deoarece f', (0)=-—o, funcția f nu este derivabilă în x, =0. 
— PS AN 
i Heen- o (0 e a a l i 
e a e a GNA 


că f nu este derivabilă în x, = 2. 


INTERPRETAREA GEOMETRICĂ A DERIVATELOR LATERALE 


Să considerăm funcţia f : (a, b)> R şi x,e(a,b). 

e S-a arătat că dacă f este derivabilă în punctul x, atunci imaginea 
geometrică % a graficului funcţiei admite tangentă în punctul M, ae f (x) 
a cărei pantă este m=f'(x,) (interpretarea geometrică a derivatei într-un 
punct), iar ecuaţia tangentei în acest punct este: y = f(x) = f'(x, (xx). 

e Dacă funcția este derivabilă la stânga (sau la dreapta) în punctul x, 
atunci se foloseşte noţiunea de semitangentă la stânga (sau la dreapta). 

In cele ce urmează vom considera că funcţia f: (a, b)>R este 
continuă în punctul x, e(a,b). 

Pentru derivatele laterale ale funcţiei f în punctul x, pot exista 


următoarele situaţii: 


1. |f',(x,) există. În acest caz, %, admite semitangentă la stânga în punc- 


tul M, (x, f(x,)) şi anume semidreapta [MT cu panta m = f', (x,), (figura 1). 


y M y M 
AON N 
rA LONI Figura 1 

Ti Mo i ıM 

| | | | 0 
i i i i 
i L > i L > 

O| x Xo x o| X Xo xX 

f' (9) eR £1(9)2+ oo £'(x0)=-% 
Semitangenta [MoT este sub  Semitangenta [MoT este deasupra 
punctul Mo, MoT || Oy punctului Mo, MoT || Oy 
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2. |£', (2) există. În acest caz, %, admite semitangentă la dreapta în 


punctul M, (x f(x) anume semitangenta |M,T cu panta m=f',(x,), 


(figura 2). 
y 
aM 
7 j i Figura 2 
Me T 
X X 
f'a(xo)eR £'a(x0)= + oo £ a (0) = -0 
Semitangenta [MoT este deasupra  Semitangenta [MoT este sub 
punctului Mo, MoT || Oy punctul Mo, MoT || Oy 


Folosind interpretarea geometrică a derivatelor laterale se pot pune în 
evidenţă câteva puncte remarcabile ale graficului funcției. 


PUNCTE DE ÎNTOARCERE 


+ DEFINIŢIE 
Fie funcţia numerică f:D-—R. 
*Punctul x, eD se numeşte punct de întoarcere al funcţiei f dacă 


funcţia este continuă în x, şi are derivate laterale infinite şi diferite în 
acest punct. 
Punctul M, (xx f(x, )) e, se numeşte punct de întoarcere al grafi- 


cului funcției, iar în acest punct semitangentele la curba %4, coincid, (figura 3). 


YA X A 
Figura 3 
T M, 
Mo T 
1 I > 
O Xo x O x 


£’ Co) = =, f'a (o) = +0 E E 


(Xp = punct de întoarcere) (Xo = punct de întoarcere) 
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k Fie funcția f:P—R, TEV x<0 


Vx, x20 l 


Să se arate că x, =0 este 


punct de întoarcere al funcţiei f. 
Solutie 
Avem că: limf (x) = limy-x =0, limf (x) = lim vx =0 ŞI f(0) 
x—0 x—0 x—0 x—0 


x<0 x<0 x>0 x>0 


0. 


Aşadar, f este continuă în x, =0. 


i =li = lim = —00 
Oli Cp 
x<0 x<0 
i X 1 
fi '(0)=lim — = lim -= = +00 
mo X $% VX Figura 4 


Astfel sunt întrunite toate condițiile pentru ca punctul x, =0 să fie 
punct de întoarcere al funcției. 

In figura 4 se observă că axa Oy este semitangentă verticală a grafi- 
cului în o(0, 0). 

PUNCTE UNGHIULARE 
«æ DEFINIȚIE 
Fie funcția numerică f: D > R. 
Punctul x, €D se numeşte punct unghiular al funcţiei f dacă f este 


continuă în x,, are derivate laterale diferite în x, şi cel puţin o derivată 
laterală este finită. 

Punctul M, (a; f(x, )) e %, se numeşte punct unghiular al graficului 
funcției, iar semitangentele în acest punct la curba %4, formează un unghi 
propriu, (figura 5). 

y Figura 5 


f' (x0), f'a(xo) E R f'(x) = —%, f'a (xo) € R f'(x0) € R, f'a (x9) = -œ 
(punct unghiular) (punct unghiular) (punct unghiular) 


A Temă 
Reprezentați şi alte situații în care apar puncte unghiulare. 
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Piotlomă rezolvată 
| Să se arate că punctul x, =0 este punct unghiular al funcției: 


? x<0 
RR (> 
sin x, x20 
Solutie 
Funcția f este continuă în 


deoarece lim f(x)=0=f(0). 


2 
Hoenn O n a Ea 
o X- o X o io 
f(x)-£(0) im Sinx 
f (0) E aD x-0 un x L. Figura 6 


Aşadar, condițiile ca punctul x, =0 să fie punct unghiular sunt îndepli- 
nite. Punctul M, (0, 0) este punct unghiular al curbei %,. Dreptele y =0, y =x 


sunt semitangente în stânga, respectiv în dreapta, în origine, (figura 6). 


PUNCTE DE INFLEXIUNE 


«* DEFINIŢIE 
Fie funcţia numerică f:D-—R. 
e Punctul x, e D este punct de inflexiune al funcţiei f dacă funcţia este 


continuă în x,, are derivată în punctul x, (finită sau infinită) iar funcția 
este convexă (concavă) de o parte a lui x, şi concavă (convexă) de 
cealaltă parte a punctului x,. 


Punctul M, (x, f(x,)) este punct de inflexiune al curbei %,, iar 


semitangentele la curbă în punctul M, sunt semidrepte opuse. 
Dreapta suport traversează curba %,, (figura 7). 


y Figura 7 
T 
IM, 
i 
i 
i 
> 
O X, x 


f' (x0) = f'a (20) = +0 f'o) = f'a (20) =- f'(x0) = f'a(xo) € R 
(punct de inflexiune) (punct de inflexiune) (punct de inflexiune) 
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Problemă rezolvată 


| Să se arate că punctul x, =0 este punct de inflexiune pentru functiile: 
a) f: R >R, f(x)=ẹ/⁄x; b) g: R> R, g(x)=x°. 
Solutie 


punct, deci x, =0 este punct de inflexiune. 


Corelând cu aspectul curbei %4, (parabola cubică) din figura 8, 


rezultă că x, =0 este punct de inflexiune pentru funcţia g. 


cubice şi dreapta y =0 este tangentă la curbă. 


a) Pentru funcţia f avem: limf (x) =0=f(0) şi f'(0)= 


i 


lim? * =lim 


x0 x ip =+ 


Aşadar, f este continuă în x,=0 şi are derivata infinită în acest 


; ; arag HFX? h 
b) Pentru funcția g avem: lim g(x)=0=g(0) şi g'(0) =lim— =limx’ =0. 


Punctul o(0, 0) este punct de inflexiune al parabolei 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


EI. 


E2. 


Figura 8 


EXERSARE 


Să se arate că funcția f:D — are 
derivată în punctul specificat, pre- 
cizând de fiecare dată domeniul 
maxim de definiție D: 

a) f(x)=2x° +1, xp =3 

b) f(x) =4x?+1, Xo = -1; 

c) f(x)= l X= 

xX+3 


d) f(x)=~Ț7x+1, Xo = l; 
e) f(x) = 5x +3, xo = l; 


. 
» 


f) f(x)=sinx, xo = 
g) f(x)=2*, xo =-1; 
1 
h) f = xE 
) (x) Jx+4 Xo 


Să se studieze derivabilitatea funcției 
f:D—>R în punctul specificat, pre- 
cizând mulțimea D: 

a) f(x)= 3x +4, Xo = —2; 


b) f(x)=-x°+x, Xo = l; 
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1 
055 


o) fa xii 


)= 
d) f (x)= cosx, x = 0; 
) 


f) f (x)= 


— 
= 
+ 
a 
M 

ES 

| 

| 
N 


. Să se determine funcția derivată 


f'a funcției f: D — R precizând do- 
meniile de definiție D şi D, în ca- 
zurile: 
a) f(x)= 3x +4; b) f(x) =5x2+1; 
c) f (x)=x°-3x+2; d) f(x)=4; 

x 
e) f (x)=2006; f) f(x) = sinx +2. 


. Să se studieze continuitatea şi deri- 


vabilitatea funcţiilor f:R— R, în 


punctul x =0: 
a) f(x)=x"-x+4; 


b) e=] 


x2+3x, x<0 


3 9 
—x” +3x, x >0 
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E5. 


E6. 


E7. 


E8. 


Al. 


c) (x) = xi]; 

2 
d) £ _JX +2 x<0 
) (=) i a 


Să se arate că funcția f:R-B, 


ai xz0 
f(x) = x? 
0, x=0 


este continuă 


în x9=0, dar nu e derivabilă în 
acest punct. 


Să se calculeze derivatele laterale 
ale funcţiei f: D— R în punctul spe- 
cificat şi să se precizeze dacă f este 
derivabilă sau nu în acest punct: 


3x+4, x<1 

R E -x° +5x zar An 
x2, x<1 

W O HP a 
8x-1,x<-1 

a D SS SU 

d) f(x)=|2x-1|+x, x=; 


e) f(x)=|x+3|-2, Xo = —3. 


Să se calculeze panta tangentei la gra- 
ficul funcției f: R— R, în punctele 


indicate: 

a) f(x)=x"+1, xo € l-a, 2, Ji 
b) f(x)=—x5 +x, x, € {-1, 0, 2}; 
c) f(x)=1-sinx, x, € fz, Š, n}. 


Să se scrie ecuația tangentei la curba 
G; pentru f: R — R în punctele date: 


a) f(x)=3?, x =3% 


f) f(x)=(2-3x)*, xo =1. 


. Să se verifice dacă x=0 este punct 


unghiular pentru funcțiile f :R — R, 
ştiind că: 


a) =] 
b) f (x)= max(x, x’); 
¿j R x<0, 


i i 
sinx, x>0 


d) f(x) = x. 


x2+1,x<0 


9 
es, x>0 


E10. Să se verifice dacă pentru funcția 


f:R—>R punctul x, este punct de 


întoarcere, ştiind că: 


vl-x,x<1 
P HEE yvx-1 x>1 


b) f(x) = J|x 3], xo = 3. 


Xo = l; 


E11. Să se arate că punctul x, este punct 


de inflexiune pentru funcția f:R>R 
dacă: 


APROFUNDARE 


Folosind definiția derivatei, să se 
determine derivata f' a funcției 
f:D-—B, precizând mulțimile D şi 


Dp», dacă: 


_X+2, 


a) f(x)=3* +x; zi 
x+ 


b) f(x) 
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POT 
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A2. 


A3. 


A4. 


Fie funcția f: R> R, f(x) =ax° + b. 
Să se determine a,beR astfel încât 
să fie verificate condițiile: 


ta) şi (3-a. 


Să se scrie ecuaţia tangentei la 
curba reprezentativă a funcției 
f:D— R în punctul specificat: 


a) f(x)= x" +4x+4, xo = 2; 
b) f(x)=x°+sinx, Xo = 0; 
c) f (x)=x"+x+e*, x = l; 


In(x? +4x), xe (0, 1] 


d) f(x)= X% =. 


f (x-1)+In5, xe(L +o) 


Să se studieze continuitatea şi deri- 
vabilitatea funcțiilor f în punctele 
de legătură, ştiind că: 


Nx2+6x,xe (0, 2) 
a) f(x) = ; 


5 Lă 
Fi x e [2, +0) 
ln x*-3x), x e(—o, —1] 
b) f(x)=4 21m16-5(x+1) d 
ap teL +0) 
x —2x, x e (—, 2] 
i, ss ga x e(2 +). 
2 ti >d 
d f(x) e*-1, xe(0, +% 
x)= 
In(1-x), x e (—%, 0] 
0, x e (—%, 1] 
e) f(x)=; a ; 
aaa) „xe(L +) 


f) f(x)=|x?-4|+|x +1]; 


g) f(x)= ; h) f(x) =}3|x?° + xl; 


i) f(x)= min(x? —2, 4x+10); 


2 
[x -X| 


W TE Matt x<2 


|x-2|+x-1,x>2 


2* —4, 


sin(x-2), zsa 


1 
V4x2 -2x +1, xefa, J 


x<2 


D r9-| 


m) f(x) = 


bA 
î 1 
—arcesin2x, xe|—,+oo 
T 2 


3 1 
i E (NU xal 


0, x=1 


„ Să se determine punctele de deriva- 


bilitate pentru funcţiile f:R-—R, 
dacă: 


x, xeQ 

a) œ=] x ; 
x“ +2, xEeR\Q 
xi, xeQ 

b) f(x)= A ; 
x xeR\Q 


. Să se determine a,b eR astfel încât 


funcția f:R—R să fie derivabilă 
în punctul de legătură, dacă: 


r [e x<1 


b) 
T (20 ; 


sin (x —1)+ bcos(2x -2),x > r 


9 
x2+1,x>1 


x<1 


(2-a)x"-b, x<2 


2ax5 —x2+4a,x>2 


c) TE 


. Fie funcția f:R > R, 


Să se deter- 


„x> 
x2+3 


2ax + b, x<0 
f(x) = x-—1] 0 . 


mine abe R dacă f'(0) eR. 


A8. Se dă funcția f : R —> R, 
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xë +(a+1)x+3, x <0 
f(x) = 5 A 
2a +b+In(1+ x ),x>0 
Să se determine a,b € R astfel încât 


să existe f'(0)eR. 
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A9. Să se determine a,b,ce R astfel încât 
funcţia f : R > ÈR, 


x’+(a+1)x+b, x20 
f(x = 


J J1-2abx +(ex),x <0 


să admită tangentă în xọ=0 şi 
2£(-1) = £(2). 


A10. Se dă funcția f :(0,+0) > R, 


ln? x’, xE (0, e] 
f(x == 3 ; 

ax” +Bx +4, x e (e, +) 
Să se determine o, B e R astfel încât 
f să aibă tangentă în xy =e şi să se 


scrie ecuaţia tangentei. 


A11.Să se determine punctele graficului 
funcției f: PB, f(x)=x +4 -1 în 
care tangenta este paralelă cu dreapta 
3x-y+1=0. Să se scrie ecuaţia tan- 
gentei. 


A12.Funcţia f:R >R, f(x)=x*-8x+1 
admite tangenta de ecuație y = 24x — 


—47. Să se determine coordonatele 
punctului de tangenţă. 


A13.Tangenta la graficul funcției 
2x? +2 

f:R\ -1 >R, f = 

(-1) (= 


formează cu axa Ox un unghi cu 


= T = . 
masura T Să se determine coor- 


donatele punctului de tangenţă şi 
ecuaţia tangentei în acest punct. 


A14.Să se precizeze dacă există puncte 
pe graficul funcţiei f: R\{-1} >k, 


x-1 
tej x+1 


panta egală cu m = tg30*.sin 600. 


în care tangenta are 


A15.Se consideră funcția f:R—R, f(x) = 


Există puncte ale grafi- 
cului în care tangenta să formeze cu 


= e* —ex. 


axa Ox un unghi obtuz? Dar în care 


să fie paralelă cu axa Ox? Aceeaşi 
5 
problemă pentru g:R>R, g(x) = 


3 
= 4 x 2007. 


A16.Se dau funcţiile f, g : R > R, 

f(x)=x°+ax" +b, g(x)=3x" +cx+1. 
Să se determine a,b,ceR pentru 
care curbele reprezentative sunt 
tangente în punctul cu abscisa 
x=1, iar tangenta comună este 
paralelă cu prima bisectoare a 
axelor de coordonate. 


A17.Să se verifice dacă punctele speci- 
ficate sunt puncte unghiulare: 


a) f : R> R, f(x) = |x? -4|,x, € {0,-2}; 
b) f:R>R, f Po rca 
D E Pia at, 
c) f :R>R, f(x) =? —5x+6l,x €{2, 3); 
D tip, (x)= E x, e{f-2 0); 
X 
d 0,1 
e) £:[0, +2) >R f(x) = [l a său 
x -1, xe[1+c0) 


X =1. 


A18. Să se determine a, b e R pentru care 
funcţiile f,g:R—>R nu au puncte 
unghiulare, în cazurile: 

a) f(x)=x|x-alļ; 
b) g(x) = x|x-al + |x- b|. 


A19.Să se determine punctele de întoar- 
cere pentru funcţia f:R—R, dacă: 


a) f(x) = Je -9|; b)f(x)= Ja -z*l. 


A20.Să se determine punctele unghiulare 
ale funcției f : R >R, 


xl —x2 +6 


£()= lim „neN. 


no x2 + 4 + xn 
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3) DERIVATELE UNOR FUNCŢII ELEMENTARE 


Să considerăm funcţia f :D — BR, o funcţie derivabilă pe mulțimea D. 


Derivata sa este funcţia f': D, >R, f'(x)= lim tw tO unde D, 


este domeniul de derivabilitate al funcției f. Cu ajutorul acestei formule 
vom determina derivatele câtorva funcții elementare pe domeniul de deriva- 
bilitate corespunzător. 


1. FUNCȚIA CONSTANTĂ 


Funcția f: R — R, f(x)=c este derivabilă pe R şi are derivata egală cu 
funcția nulă: f'(x) =0, Y x €R. 


Se mai scrie |c'=0, V x eR. 


Demonstratie 


mO LE) 20e) 


-lim =lim0=0. m 
h>0 h h>0 


Astfel, dacă f(x)=4, V xek, atunci f'(x)=0, xeR sau 4' = 0. 


2. FUNCŢIA PUTERE CU EXPONENT NATURAL 


Funcția f:IR — R, f(x)=x", neN' este derivabilă pe R şi derivata sa 
este dată de relația: 
f'(x) =nx 1, VxelB. Se scrie (x° )' =nx"", VY x eR. 
Demonstraţie 
f(x+h)-f(x) ; (x+h) -x O a h + h” 


f'(x) = lim ———— = im =li 
h>0 h h>0 h h>0 h 


= lim (Cix +C2x”?h +... + h”) = Cix" =nx™, V xek. m 
>0 


t7 Exemple 
a) Derivata funcției identice f(x) =x, VxeR este funcția definită prin 


f'(x)=1, Y xeR. Scriem xX'= 1. 
b) Dacă f(x) =x°, V x cÈ, atunci f'(x) =2x, V xek. Scriem(x*})' ZPR 
c) Dacă f(x) =x', V xe, atunci f'(x) = Tx’, V x € R. Scriem (x) =se. 
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3. FUNCŢIA PUTERE CU EXPONENT REAL 


Funcţia f:(0, +0) —IR, f(x)=x",reR este derivabilă pe intervalul 


(0, +0) ŞI ejar, xE (0, +00). 
(Eeay x>0. 


Se scrie: 


Demonstratie 
x [E + 2) = ] 
X 


oin LE D- EC) m tW- im 


h>0 h 


f(x)= h>0 h>0 

Notând B =y, rezultă f'(x)=x" -lim (e) x Vx>0. E 
X I. Xy 

t7 Exemple 

3 3 1 

a) f(x)=x*t,x>0, P(x) = Ži -iia x>0. 

1 1 La 1 
b) £(x)=vVx,x>0, f'(x)=[{vVx\=@2)'=Ż.x? = „x>0. 
) f(x) X,X (x)=(vx) (x2) pis a aa 


Să reținem că (vx)! = în 


© OBSERVAȚIE 
e Funcţia radical f:[0, +%)—> R, f(x)= Vx nu este derivabilă în x, =0 


deoarece f'(0)= +o. 


c) f(x)=Ž, x +0, f'(x) E) (x7) x” Vaza. 
1 
d) Dacă r= L neN N (1), atunci x" =x" =¥x . Se obţine: 


iy! 1 
FRI 1 l 1 Wi W Wé 
| =>—.x"” = , pentru x > 0 dacă n este par, sau x eR dacă n este 
n nyx”! 


impar. 


_] REȚINEM! 


1 : zuk 
(x) = pentru x > O şi n par sau x + 0 şi n impar. 


nT 
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4. FUNCȚIA LOGARITMICĂ 


Funcţia f:R— R, f(x)=Inx este derivabilă pe intervalul (0, +00) şi 


deje. x e(0, +). 


Se scrie: |(n)'(x) li Vx>0. 
X 


Intr-adevăr, pentru oricare x > 0 avem: 


h 
In(x+h)-Inx 1, (x+h m(1+2) 
f'(x)=lim za = lim m( -im — 


h>0 h h>0 h 


_ 1 lim ln +y) _ 1 l 


x y>? y X 


© OBSERVAȚIE 
e Fie funcția f :(0,+%)—> R, f(x)=log,x,a>0,az1. Folosind formula de 


; . i E l f 
schimbare a bazei logaritmului, log, x = Eo se obține: 
na 


(log, )'(x) = „Vx>0. 


x-Ima 
5. FUNCŢIA EXPONENȚIALĂ 


Funcţia f:R—(0,+%), f(x)=a*,a>0,az1, este derivabilă pe R şi 
f'(x) =a*- lna, xe. 


Se scrie |(a*)' = a¥ - ln a, V x e R. 


Intr-adevăr, pentru oricare x eR avem: 


a tea" i a*(a° —1) z 


f'(x)=lim ——— = lim a*-lna. 
h>0 h 


În particular, | (e5)! = e, V xe R. 


6. FUNCTIILE TRIGONOMETRICE SINUS ŞI COSINUS 


Funcţiile f, g: R —> R, f(x) = sin x, g(x) = cos x sunt derivabile pe R şi 
pentru orice xe avem: 


a)|(sin)'(x) = cos x , V xeR; b)i(cos)'(x) = — sin x, V x €R. 
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Demonstraţie 
. h _  2x+h 
: .__sin(x+h)-sinx .. ZEI a ie 
a) Pentru orice x e R, f'(x)=lim = lim = 
h>0 h h>0 h 


sin — h h h 
= lim —2 lim os| x + =) = 1-lim os| x + =) = 1. cos| im» + 2) = COS X. 
h-—0 h h-—0 2 h-—0 2 h-—0 2 


2 
b) Temă E 


© OBSERVAȚIE 
e Trebuie făcută distincție clară între numerele f'(x,)şi (fx). Astfel, 


f'(x,) reprezintă valoarea derivatei f' în punctul x, (atunci când există), 


iar (f (x,))' reprezintă derivata constantei f(x,) şi este zero. 


t Exemple 
"m= W=}; (saz) 2 Gin) (5) = cos? = 2 
A Temă 


Aplicând formulele pentru derivatele câtorva funcții elementare, să se 


calculeze derivatele funcțiilor: 
5 


A. 1. f(x) = x4, xe R; 2. f(x) = 2001, xe R; 3. f(x) =x° , x > 0; 4. f(x) =4/x , x > 0; 
5. fx) =3/x , x # 0; 6. f(x) = log; x, x > 0; 7. f(x) = 3, xe R; 8. f(x) =V2, xeR; 


9. f(x) =sin?, xeR ; 10. f(x) =cos%7, xeR; 11. f(x) = e, x e R. 


B. Calculați şi comparați: 


1. (sin)' (-) şi (- sint) 2. (cos)! (=) şi (os): 3. (In e)! şi (In)'(e). 


C. 1. Pentru funcţia f(x) = 5*, să se calculeze f'(0), (£(0))', f'-1), f'(log; 3); 
f'(-log;(In5)). 
2. Pentru funcţia f(x) =3/x, să se calculeze £'(1), (£(1)); £'(8), (£ (8))'; 


r'(-1) (ec). 


O OPERAȚII CU FUNCȚII DERIVABILE 


Tehnica de determinare a derivatei unei funcţii pornind de la definiție se 
dovedeşte a fi destul de anevoioasă pentru funcţii obţinute pe baza 
operaţiilor cu funcții (adunare, înmulţire, compunere, inversare, ...). De 
aceea se vor găsi nişte reguli practice care permit determinarea derivatei 
unei funcţii oarecare într-un mod cât mai simplu. 
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4.1. DERIVATA SUMEI ȘI A PRODUSULUI 


m TEOREMA 3 
Fie funcţiile f, g:D—R şi x, € D punct de acumulare al lui D. 


Dacă funcţiile f şi g sunt derivabile în punctul x, e D, atunci funcţiile 


f +g şi fe sunt derivabile în punctul x,, şi au loc următoarele reguli de 
derivare: 


a) (f+g)'(x.)=f'(x.)+8'(20); b) (£-2)'(x0)=f'(x0) g(x) +f(x0):8'(20). 


Demonstratie 


Œ +8)&) -€ +8)x.)_ f@)-f&) 800) 80), 


X-X, X-X, X-X, 


a) Pentru x + x, avem 


Prin trecere la limită când x — x, în această egalitate şi folosind 
faptul că f şi g sunt derivabile în x, se obține: 
CDD-EDE) y OEE) pn gga) 


X-X sxo X= Xy x>% X-X) 


€+ 8)'(x,)= lim 


=f'(x,)+g'(x,), ceea ce trebuia demonstrat. 
(fe) (x) — (fg)(x) _ f(o)g(x) -fa gt) _ 


b) Pentru x z x, se obţine: 


X —X9 X —X9 
_ FER) — f(x) + faza )g(2) — for )gta) f(x) -f&.) i Eta 2-80) 
X —X9 X —Xo XXg 


Trecând la limită când x — x, în egalitățile de mai sus şi folosind 
faptul că f şi g sunt derivabile în x, şi că limg(x)=g(x,), se obţine: 


X —X9 x—X0 x—X0 X-X 


€- 9(x,)= lim 
=f'(x,) 8(3,)+f(x,)-g'(x,), ceea ce trebuia demonstrat. BI 
© OBSERVAȚII 


1. Dacă funcțiile f şi g sunt derivabile pe D, atunci şi funcțiile f + g şi fg sunt 
derivabile pe D şi au loc următoarele reguli de derivare: 


E+ =f'+g] si fe) = f'g + fe. 
2. Cele două reguli de derivare pentru sumă şi produs se pot extinde la 
cazul a n funcții, f, f,, ..., f, derivabile pe mulțimea D. Avem: 


(£ +f, +... +f) =f +f, +.. f, 


(ff) EERE RER A Effie 
k=1 


n 


Pentru f, =f, =f, =... =f, =f seobţine|(f")'=n-f"-f!. 
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3. Alegând g = c, ce, regula de derivare a produsului conduce la formula 
(cf) = c'f+cf'=0.f+cf'=cf', (constanta trece în faţa derivatei). 
Pentru g = —1 se obţine (-f)'=-f',iar €- g)' = € + —g))' = f' — g'. 


DL] REȚINEM! 
(e-f=c-f'| şi 


& fii A / 


| 1. Să se determine derivatele funcţiilor f şi valoarea f'(x,) a derivatei 


= 


€-9'=f'-g') 


în punctele specificate: 
a)f: R > R, f(x)=x? + x+ cos x, Xx,= 0; 


b) f: R —> R, fJ, xo Ek 
X 


c) f : (0, +œ) > R, f(x) = In x + 2* — sin x Z1. 


Solutie 

a) Funcţia f este derivabilă pe R ca sumă de funcții derivabile pe R şi 
f'(x) = (x5)' + x' + (cos)'(x) = 3x2 + 1 — sin x, YV x e R, f'(0)=3-0+1-—sin0=1. 

b) Funcţia f este derivabilă pe R ca sumă de funcţii derivabile pe R, 

1) 1 1 
f'(x) = x '+|— | = —— (aia Da 7 N Xa 0: 
UTE a T n. 33x? 
5 


1 
f) =+-2=-2, 
(1) 3 3 


c) Funcţia f este derivabilă pe (0, +oo) fiind exprimată ca sumă de 
funcții derivabile pe (0, +œ) şi f'(x) = (n)'(x) + (25) — (sin z) = Ta In2-0, 
x 
V x > 0, f'(1) = 1 + 2In2. 


[x] 2. Folosind regulile de derivare a sumei şi a produsului, să se determine 
legea de corespondenţă a funcției f', dacă: 


a) f : (0, +œ) > R, f(x) = x?ln x +xvx:; 
b) f: R — R, f(x) = x sin x — 2 cos x. 
Solutie 
a) f'(3) = (32 lnx)' + (xx) = (32) In x + x? (ln)'(x) + x'vx +x(vVx)'= 


RE A ad Hing = 2xln x+ x + Jx, yx>0. 
x 


24x 
b) f'(3) = (x sinx)' — (2 cosx) = x' - sin x + x - (sin) (3) — 2 (cos)'(x) = sin x + 
+ xcos x + 2sinx = 3sin x + xcosx, V x eR. 
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4.2. DERIVATA CÂTULUI 


[i] TEOREMA 4 
Fie funcţiile f, g : D > R şi x, € D, punct de acumulare al lui D. 


Dacă funcțiile f şi g sunt derivabile în x, şi g(x,) z 0, atunci funcţia cât 


f a TA : ; 
— este derivabilă în punctul x, şi are loc egalitatea: 
S 


Dla 3 f'(x) eta) flx) g'o) 
- gC) 


Demonstratie 
Din condiția g(x,)z 0 şi g continuă în x,, rezultă că g este nenulă pe o 
vecinătate a punctului x, şi deci are sens derivabilitatea câtului în x. Avem: 


Joe a asi, 


ja = lim = lim g(x) g(x.) = lim f(x) ^ g(x,) ~ f(x.) $ g(x) = 
g)” ma x- Su xox >% (X-X) 8) 8x) 
ri EO 8E) fra) ga) + fa) gE) E) g — 

a (x —X0)- 8x): g(x.) 
in EO = El tu) -ge -gE 

E (x -x,) g): ga) 
= lim ora -g(x,)- g) -gx.) 3 PE iai 

sai -Xo -Xo g(x): g(x.) 

1 


= [f '&) ga) g'&0) fe): 


z „ceea ce trebuia demonstrat. W 
g o) 

Demonstrația teoremei arată totodată că dacă funcțiile f şi g sunt 
derivabile pe mulțimea D şi funcţia g nu se anulează pe D, atunci funcţia cât 


f PEES : : A ; 
— este derivabilă pe D şi are loc regula de derivare a câtului: 
g 


(2) cere 
g go 
(plicafii 


Æ 1. Fie functia f: R — fex+o | kez}, t@=te x. 


Atunci (tg'&) = Yx#(2k+ D keZ. 


L 
cos? x 
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(sin) '(x): cosx -sin x : (cos)'(x) _ 


Într-adevăr, (tg)'(x) = | lia =) = 


cosx 
_sin'x+cosx 1 
cos? x cos’ x 
2. Fie funcţia f : 


Atunci (ctg)'&) = 


cos? x 


„Vxz (k+) kez. 


R — {kr | keZ} > R, f) = ctg x. 
STE „Vxzkr,kegz. 
sin? x’ 


(cos)'(x)- sin x — cosx (sin) '(x) _ 


Avem (ctg)'(x) = (2 =)= 


sin’ x 
2 2 
E alice EA Xz a „Vxzkr, keZ. 
sın X sın X 
EXERCIŢII $I PROBLEME 
= EXERSARE =M 
E1. Să se determine derivatele funcțiilor f c) f: R > R, f(x) = (3sinx - 1)(2 - 5 cos x), 
şi să se calculeze f'(x), unde x, este 2r. 
specificat pentru fiecare funcție: =o Er 
af: RBA) V3 +x” +x -axt , d) f: R > R, fx) (Us +1)(4 + x? - x), 
Xo =-2; Xo = -—8; 


* 1 1 1 
b) f: R >R, fx) =—; t-z- +tln5, 
X X X 


Xo =-1; 
c) f : (0, +0) >R, f(x) = Vx +3 -4x + 
+55, Xo = l; 
d) f:R>R,f(x)=-sin x + cos x- sin 2 + 
+ cos T, x =2; 

2 
e) f : (0, +0) > R, f(x) = ln x +log; x- lg x, 
Xo = 2; 
f) f : R > R, f(x) = 5*- e=*, x, =0. 


E2. Să se determine derivatele funcțiilor f 


şi f'(x9) în punctul x, specificat: 

a) f: R >R, f(x) = -4x4 + 3x3- 2x? + x- 1, 
Xo =-1; 

b) f: R > R, f(x) = (2x + 3) + 4x?(x - 1), 
Xo = 0; 
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e) f : (0, +0) >R, f(x) = (3n x + x)(4 - x), 
x= l; 

f) f: (0, +œ) >R, f(x) =x lnx, x, = 6; 

2) f: R >R, f(x) = e (x2? + 5x- 1), x, =-1. 


E3. Să se calculeze derivatele funcțiilor 


f: D > R, precizând domeniul de 


definiție şi domeniul de derivabili- 
tate: 


a) f(x) =—} ; b) =: 
X+3 
SE: 1. 
IE el 
d) fosi h 
3x-5 ztl; 
e) f=; pfs Ti 
g) f(x) = ass, e 3 
x? x+5 
-4x+1 Jx 
mpi, D fo: 
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tgx +1 
k) f) = XE; p) f(x) = ; 
fo tel 
lnx-x 
f(x) = ——— ; 
D f(x) Inx+x i 3) ) sin2x +1 
: 4 
m) f(x) =; s) f&&)=Ž +1; 
cosx- 2 ež 
n) fx) = 23308x, t) f(x) = log; x + log, 3; 
3+sinx 25 ax 
zih u) f(x) =(e ) +55. 
o) f(x) = ZE, 
1- cosx 
APROFUNDARE 
A1. Să se rezolve ecuația f'(x) = 0, pre- 
cizând domeniul maxim de defi- A2. Fie funcțiile f, g : R > R, astfel încât 
niție şi domeniul de derivabilitate f(x) = (x2 + 2x + 2). g(x), Yxe R, iar 


al funcției f: 
a) f(x) = x — 4x3; 
b) f(x) = 2x8 - 15x? + 24x + 5; 


g este derivabilă în x = 1, g (1) = 1 şi 
g'(1) = 0. Să se calculeze f'(1). 


c) f(x) = x4 — 4x? + 4x?; A3. Fie funcțiile f, g : R —> R, astfel încât: 
d) f(x) = x? - e5; x-2 
e) f(x) = sin3x + cos3x; f(x) = 2e* - g(x) + E A, V xek, 
f) f(x) = x? - Inx; g este derivabilă în x =0 şi g(0)=3, 
g) f(x) = es(x2 + 6x - 15); g' (0) =-1. Să se calculeze f'(0). 
x RFI >, 
h) f(x) EE PDL A4. Să se scrie ecuația tangentei la gra- 
1 ficul funcţiei f : D >R în punctul 

i) f(x) = A sae specificat, dacă: 

R a) f(x) = x4, xo =-l; 
j) fœ ass b) f(x) = x ln x, x, = 6; 

x“ —5x+7 sac 

c) f(x) = > X =-l; 

DoE, ada T 

x+1 +1 

X 
= = A d) f(x) = > X = l; 
3x-1 0 

p o= EDA, m fa Sin, vx 

4x“ +12x+1 1+tgx m 

e) f(x) =tgx, xo zi 
pigs nr. co poe IE H f) = (+ Des, x, 20, x =1. 
cos xX cosx+1 


4.3. DERIVAREA FUNCTIEI COMPUSE 


În paragraful anterior s-a observat că aplicând operațiile algebrice 
funcțiilor derivabile se obțin tot funcții derivabile. În continuare vom întâlni 
un alt mod de a genera funcții derivabile. Pentru simplitatea exprimării, 
funcțiile vor fi considerate ca fiind definite pe intervale de numere reale. 


241 


E Elemente de analiză matematică e III. FUNCȚII DERIVABILE 
m TEOREMA 5 


u f 
Fie I şi J intervale de numere reale şi funcțiile I —>J— R. 
Dacă u este derivabilă în punctul x, el, iar f este derivabilă în punctul 


u(x,)=y, €J, atunci funcția compusă (fou):I—>R este derivabilă în 


punctul x, şi are loc relația: (fo u)'(x,)= f'(u(x, )) -u'(x,). 


Demonstratie 
f(y)-f 
(y) Yo) ai 
Fie F:J >R, F(y) = Y-yo . 
f'(y,), y=Yo 


Doare "seat yeni 001 Gri) = f'(y,)=F(y,), funcţia F este 
YY y — y 


yY>yo o 
continuă în y,. 


u(x) -y _ fU) -fY.) 


X-X, X-X, 


Din egalitatea F(u(x))- (1) 


prin trecere la limită, se obține: 


X—>X0 X— Xo X>X0 x—X0 X — Xo 


=F(u(x,)) u(x) = F(y,)u' (xo) =f'(y,) (x) = f'U, )) (x). m 


(fo u)'(x,)= lim EC N aei 6 0 


© OBSERVAȚII 


1. Utilizând această teoremă şi definiția derivatei unei funcții pe o mulţime, 
se obține următorul rezultat general: 


Fie I, J intervale de numere reale şi 1->J SIR. 

Dacă funcţia u este derivabilă pe intervalul I şi funcţia f este derivabilă 
pe intervalul J, atunci funcția (£ o u) este derivabilă pe I şi are loc 
următoarea regulă de derivare: 

(fou)' = (f'ou)- u. 
2. Teorema se poate extinde la un număr n, n > 2 de funcții derivabile care se 


pot compune. Astfel, dacă f, u, v sunt trei funcții care determină funcția 
fouov pe un interval I, iar dacă v este derivabilă în punctul x, e, f este 


derivabilă în punctul u(v(x,)), atunci funcția compusă fouov este 
derivabilă în punctul x, şi are loc egalitatea: 


(fouov)'(x,)= f'(ufv(x,))) u(y (z0)) va), sau mai general: 


(fouov)'=(f'ouov).-(utv).v!. 
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3. Teorema de derivare a funcţiilor compuse împreună cu derivatele funcţi- 
ilor elementare deduse până acum conduc la următorul tabel de formule: 


Funcţia 3 Functia ; 
i Derivata DNG Derivata 
elementară compusă 
c (constantă) 0, xeR 
X 1, xeR u u' 
xn, neN nxn-l, xelR un, neN num-L-u' 
x',reb rxr-L, x e (0, +00) u, relR ru'-l-u' 
1 1 
fa —, xe (0, +) fa ES 
24x 2u 
1 x e (0,+%œ), n par 1 
Jx EAR ta la: ja u 
n n-1 3 n n-1 
nyx xek, nimpar nyu 
1 1 
ln x —, x e (0, +0) lnu —.u' 
X u 
1 1 l 
log, x,a>0,azl „xe (0, +0) log, u -u 
xl ulna 
ex ex, xelR eu eu. uų' 
a',a>0,azl at- Ina, xeR au a“.-Ilna-u' 
sin X cos x, xe sin u cosu-u' 
cos X — sin x, xelk cos u -sinu-u' 
1 1 
tg x ——, cosx #0 tgu z u 
cos“ xX cos“ u 
l 1 l 
ctg x ———— snx#0 ctg u pl 
sin“ x sin u 


4. Dacă u, v : I >È sunt funcţii derivabile pe I şi u(x) > 0, xel, atunci 
funcţia u” este derivabilă pe I şi derivata ei este: 
(ca aa -u'+u'Inu-v' 


Într-adevăr, avem succesiv: 


(0bs.3) u' u' 
(w) =(e™) = e™ (v:Inu)'=e"™" [nave vrinu+v-t]- 
u 
=u- lnu- v'+v- u-u’. pe = eri 


| Folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, să se determine 


derivatele funcţiilor: 
a) h:R—R, h(x) =(3x2 — 2x); b) h : R—> (0, +oo), h(x) = ln2 (x2 + 5); 


c) h:(0, +0)> R, h(x)=x*. 


243 


E Elemente de analiză matematică e III. FUNCȚII DERIVABILE 


Solutie 

a) Să considerăm functiile u, f: R—R, u(x) = (3x2 — 2x), f(u) = uë, 
funcţii derivabile pe R, pentru care u'(x) = 6x — 2, Y xeR şi f'(u) = Bu“, 
uek. Rezultă că funcția fou este derivabilă pe R. 

Observăm că (f o u)(x) = f(u(x)) = (3x? -2x} = h(x), xek. Aşadar, h 
este derivabilă pe R şi h'(x) = (f o u)'(x) = f'(u(x)) . u'(x) = 5u (x) . u'(x) = 
=5(3x° -2x) -(6x-2), x eR. 


b) Considerăm functiile RS(0, +2) SRĀ(0, +00), vs) = x? + 5, u(v) = In v, 
f(u) = u? derivabile. 

Avem (f ouo v)(x) = f(u(v(x))) = la? (x? + 5) z h(x), x elk. 

Rezultă că h este funcție derivabilă pe R şi 


h'&) = f'(u(v(3)) - u'va) - v'&) = 2u(v(3)) o v'(x) =2ln(x° +5) — -2x = 


4 
=- y ln(z +5). 


c) Aplicăm regula de derivare din Observaţia 4: 
1 
x — x:Inx Taz xlnx ] zi xlnx '] .] [] = xlnx ] ez | 
(x*) (e ) e (x nx) e (x nx+x n'x) e (mx+x 2) 


ax (Inx +1). 


4.4. DERIVAREA FUNCŢIEI INVERSE 


În acest paragraf vom stabili o nouă modalitate de a obţine funcţii 
derivabile şi totodată un nou procedeu de determinare a derivatei pentru 
anumite funcţii. 


m TEOREMA 6 
Fie I şi J intervale oarecare şi f : I — J o funcţie continuă şi bijectivă. 
Dacă funcţia f este derivabilă în punctul x, € I şi f'(x,) #0, atunci funcția 


inversă f~“: J — I este derivabilă în punctul y, = f(x) şi 


1 
f(x) 


(£)'G)= 
Demonstrație 
Bijectivitatea funcţiei f asigură existenţa funcţiei inverse f“. Vom 


fy) -f y.) 
Y —Yo 


determina limita raportului când y >Y, Y Ż Yo- 


244 


E Elemente de analiză matematică e III. FUNCȚII DERIVABILE 


Fie x = f~ (y). Deoarece y + y,, rezultă că x + x, şi 
E-E Y) E EE-E EE) 25. -x Z 1 
Y-Y, f(x) - f(x.) f(2)- fa) f&)-fz.) 


X-X, 


(1) 


Funcţia f™ este continuă în punctul y, = f(x). 


Rezultă că limf '(y)=f"(y,)=x,. Se deduce astfel că pentru y > y,, 
Y—Yo 


f1(99)—£"(y), adică x —>x,. Trecând la limită după y >y, în relaţia (1), 


z _ f- 
se obține : lim EOE (o) = l TE : 
Y=>Y0 Y Yo in f(x) — f(x) f'(x.) 

X>X0 X— X9 


În concluzie, funcția f“ este derivabilă în punctul y,=f(x,) şi 
1 
f~) = A 
(E Yo) Fa) 
© OBSERVAȚII 


1. Dacă în enunţ se ia f'(x,)=0, atunci (£™)'(y,)= +% în cazul în care funcţia 


f este strict crescătoare pe I şi (£ =) ya) = —oo în cazul când funcția f este 


strict descrescătoare pe |. În concluzie, dacă f '(x,)=0, atunci funcţia f“ 
nu este derivabilă în punctul y,, dar are derivată infinită în y,. 

Din punct de vedere geometric, în punctul (y, X) graficul funcţiei 
inverse are tangentă verticală. 


2. Folosind derivabilitatea unei funcţii pe o mulţime, teorema anterioară se 
poate extinde astfel: 
Fie I şi J intervale oarecare şi f : I — J o funcţie continuă şi bijectivă. 
Dacă funcţia f este derivabilă pe intervalul I şi f'(x) z 0, vxel, atunci 
1 


EES 


f-:J — I este funcție derivabilă pe intervalul J şi (£)'= 


kK  Fiefuncţia f: R — (1, œ), f(x) = 9+ 3= + 1. 
Să se arate că funcţia f este inversabilă pe R şi să se determine (f)' (8). 


Solutie 
Funcţia f este strict crescătoare pe R , fiind exprimată ca sumă de funcții 
strict crescătoare pe R , deci este injectivă. 


De asemenea, este funcție continuă pe R, lim f(x)=1,lim f(x) =+%, 


deci Im f = (1, +œ), ceea ce înseamnă că f este surjectivă. In concluzie, 


245 


E Elemente de analiză matematică e III. FUNCȚII DERIVABILE 


funcţia f este bijectivă, deci inversabilă. Ca urmare există f~: (1, +0) > R, 


derivabilă pe (1, +œ) şi (f)'(3) = fe ă unde f(x,)=3şi x, =0. Se obţine 
Xo 
1 1 
ă (f1)'(8)= = : 
că CO-a 3m3 


DERIVATELE FUNCŢIILOR TRIGONOMETRICE INVERSE 


1. Funcția arcsinus 


Funcția f [2 z > RI, 1], f(x) = sin x este bijectivă, continuă şi 


2 
Ey. u ol T T 
derivabilă şi f'(x) = cos x, cosxz0, Vxe (-z, z), 
Funcţia inversă este f~“: [-1, 1] > | zl, f" (y) = arcsin y căreia i se 


poate aplica teorema de derivare a funcției inverse pe intervalul deschis (—1, 1). 
Pentru y e(-1, 1) se obține: 
SOIE e me li ee îi 
f'(x) cosx NL = sin? x g yay l 
Aşadar, funcția arcsin este derivabilă pe intervalul deschis (—1, 1) şi 
1 


V= 


Pentru y = —1, avem x= s iar r(-2)-o 


(arcsin)'(y) = 


(aresin)'(x) = 


, V xe(-1, 1). 


Conform observației (1), (arcsin)'(—1) = +oo şi (arcsin)'(1) = + oo. 
2. Funcția arccosinus 


a d AT i a A ca FER } T R 
Raţionând în mod similar sau aplicând relația arccos x =—-— arcsin x, 


V xe [-1, 1], rezultă că funcția arccos este derivabilă pe intervalul (—1, 1) şi 
1 


Vl: 


Pentru x = —1 sau x = 1, (arccos)'(+1) = —o. 


(arccos)'(x) =- , V xe(-1, 1). 
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3. Funcţia arctangentă 
Funcţia f : -z z) R, f(x) = tg x satisface condițiile de derivare a 


funcției inverse pentru I= -z z) şi J = R. 


Rezultă că funcția inversă f™: IR -(-7, z), f(y) = arctg y este deriva- 


; A i 1 1 
bilă în orice punct y € IR, y = tg x şi (arctg)'(y) = —— = cos” x = = : 
p y y = tg x şi (arctg)'(y) FIG me ay 


: 1 
Aşadar se obține formula (aretg)'(x) = ra) 
+x 


4. Funcția arccotangentă 
Procedând ca pentru funcția arctg, sau folosind relația arcctg x= 


= = - arctgx, V x e R, obţinem că funcţia arcctg este derivabilă pe R şi 


arcctg'(x) = 5 
A ERa 


© OBSERVAȚIE 


e Dacă u este o funcție derivabilă şi u( ), atunci: 


(arcsin)'(u) = -u'| şi (areco = zu (u) = 


Dacă u este o Sai aj aE er atunci: 


1 : —1 
(arctg)'(u) = z: u'| si|(arcctg)'(u) = 00! 
l+u l+u 


În concluzie, teoremele 3-6 din acest paragraf dau modalităţi de 
derivare pentru diferite funcţii care sunt rezultat al: 

— unor operaţii algebrice cu funcţii derivabile (adunare, produs, cât); 

— unei operaţii de compunere de funcţii derivabile; 

— unei operaţii de inversare a unei funcţii derivabile. 


Reguli de derivare 


(f+g)'=f'+g' (f-g)'=fg+f-g' (c-f)'=c-f',ceR 
fi f'-e-f-g' Ip a 1 
a OoOo p OUER z SEE) 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El 


Al. 


. Folosind regula de derivare a func- 


țiilor compuse, să se calculeze deri- 
vatele funcțiilor indicând domeniul 
maxim de definiție şi domeniul de 
derivabilitate: 

a) f(x) =(x? + x)4; b) f(x) = sin(4x + 2); 
c) f(x) = sin? 2x; d) f(x) =cos’x+cos2x; 
e) f(x) = tg? 2x; f) f(x) = x ctg 2x; 

g) f(x) = V4x +1; h) f(x) = V9x?+8x-1 


i) fœ = Jx -1; j) fo = (22), 


E2. 


EXERSARE 


w) f(x) = arcctg e-2%; 
x) f(x) = xl; 
y) fo) = e. ; D f(x) = (sin x)*. 


Să se rezolve ecuația f '(x) = 0 
pentru funcția f: D >R, unde D 
este domeniul maxim de definiție al 
funcției f: 

a) f(x) = (2x? - x*)5; 

b) f(x) = & - 1)? - (a - 2)’; 


c) f(x) =V2x - x°; d) f(x) = x?x +1; 


In x x, 
k) f(x) = In (6x2+ x); D f(x) = In; e) f(x) = Vx -Inx; f f(x) = 
x+ 
_ aa g) f(x) = cos 2x + x; h) f(x) = de + e4%; 
în) £02) ntz V9+x J; i) & j= x+A4 5) 8 =, 
n) f(x) =e* 12% +e™ SV TA E > j 
o) f(x) = 22% + 3%; - 4x); 
2 
_|e*+1 |. 
ie = 3 3 m) f) = atei tg’ 
r) f(x) = sin?(3x? — 4x+1); n) f(x) = sin? 3x; 
1 X -X 
fí ZT; i e -e a 
s) f(x) (2 +2) o) f(x) = 4arctg 33 
t) f(x) = arcsin(xz? + x); 
p) f(x) = arctg [= Geis XE (0, z). 
+ cosx 
v) f(x) = arccos(x?- 2x); 
APROFUNDARE 
Folosind regula de derivare a funcți- || II. a) f(x) = cos?(3x + 1) . sin(3x +1); 
ilor compuse, să se calculeze derivata b) f(x) = sin?((x? + 1)5); 
funcției f: D >R, precizând D şi D,: c) f(x) = sin (cos2x) . cos(sin? x); 
a) f(x) = (x2 + 1)? . (x? - 3x + 2)5; d) f(x) = a (cos (ln x)); 
x( + x2) 1+x2 e) f(x) = Inte osa 
b) to) = E o) f = ia: 2 2sin’ x` 
JV1 -x° -X 
dD f sala a IIL. a) f(x) = In 42 E 
e) f(x) = x(a2- x) - va? + x°; 1 Cosa 
b) f(x) =In —; 
Ð fx) = Vx x, 1+sinx 
x+2 d 1- tg2x 
c) f(x) = In : 
g) f( x)= 3x3 —3x- 1+tg2x 


248 


E Elemente de analiză matematică e III. FUNCȚII DERIVABILE 


IV. a) f(x) = e 


4x? +3x 
4x? -3x 


d) f(x) = In 


x-2 


yx? +1 l 


ex 4x? +1 X 
4x? -1° 
5 1 
c) f(x) = e" (x? + 4x? —- 2x- 3); 
1 
d) f(x) = e* - x? -sinx?; 
In(x?-1) 


e)f(x)=e * 


e) f(x) = log, x; f) f(x) = lg 


x’ +2 


3 ; b) f(x) = 


a) f(x) = x; b) f&)= (=), l 
X 


1 
+1) ; 


c) f(x) = d) f(x) = 


lnx 
X z 
F è f) f(x) = xaresin x, 
nx 


VI. a) f(x) = arcsin V9-x?; 


A2. 


sz 2 
b) f(x) = arcsin— = + 2arctgx; 
1+x 
xn! 
c) f(x) = arccos a 3 
1+x%* 


2 
d) f(x) = arccos l= aS 
1+x 


+ arctg x; 


2 
-1 

e) f(x) =arctg => -arctg x3; 
x" +1 


1-v1-z°, 
A R 


f) f(x) = arctg 

& x2 + fox +1 

f() = 2arctg-X + In 3 
g) f(x) = g E pp 
h) f(x) = pa Dia A 
3+ 5 cosx 

Să se calculeze f'(x), pentru: 

1 
a) f(x) = arcsin six 13 

a) a i 


arccos X 1 


b) f(x) = X) = 


n 


x 1 
c) f(x) = arctg XE ; 
poe 2 


d) f(x)=1n pax Ta + arccos (sin 3x), 


E M 
Xo 7 
x+1 TERRE gal 
e) f(x) = , 
LEE ji razii B 
X =1; 


f) fx) = m4 = = arier Xo zat 
-x 2 2 


g) f) = 3x? limi? + arctgx , 


X =1. 


. Fie funcţia f: +0) > E: re) , 


4 


f(x) = x? - x. Să se arate că f este 
inversabilă şi să se calculeze (f-1)'(2) 
şi (£1)'(20). 


. Fie funcţia f : R > R, f(x) = x? + 3x? + 


+ 4x - 2. Există (£) (6)? În caz afir- 


mativ să se calculeze. 


. Fie funcția f: (0, œ) — (1, œ), f(x) = 2* + 


+ x? + x. Să se verifice dacă f este 
bijectivă şi să se calculeze (f-1)'(4). 


. Se consideră funcţia f: (1, œ) > R, 


f(x) =In- 1) + x. 
a) Să se arate că f este inversabilă. 
b) Să se calculeze (f-1)'(2), (£1)'(e + 2). 


. Fie funcția: 


3x-x°, xe(-0,0] 


f: R> R, f)= a 
3x+x2, xe(0,00) 

a) Să se arate că feste inversabilă . 

b) Să se arate că (£1)'(-4) = (£-1)'(4). 
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9 DERIVATE DE ORDINUL II 


Să considerăm funcţia polinomială f: R >R, f(x)=x"-2x" +1. 

Funcţia f este derivabilă pe R şi derivata ei este funcţia f':R — R, 
f'(x) = 3x’ — 4x. 

Ne punem problema dacă noua funcție f' este funcție derivabilă şi în 
caz afirmativ care este derivata ei? 

Răspunsul este următorul: 

e funcția f' este derivabilă pe R ca sumă de funcții derivabile, deci 
are derivată. Derivata funcției f'se numeşte derivata de ordinul II a 
funcției f şi o vom nota f". 

Astfel avem: f": R —> R, f(x)=(£')'(x)=6x-—4. 

Fie f:D— R o funcţie oarecare, derivabilă pe multimea DcR. 

Derivata funcției f este funcția f': D, >R, D, cD numită derivata 


de ordinul I sau derivata întâi a funcţiei f. 

Derivata de ordinul I se determină folosind regulile de derivare şi 
derivatele funcţiilor elementare. 

În continuare se va pune problema derivabilităţii funcţiei f! într-un 
punct sau pe o mulţime, precum şi problema existenţei derivatei acesteia. 


+ DEFINIȚII 


e Funcţia f:D-—R este de două ori derivabilă în punctul x, eD'nD 
dacă există o vecinătate V e% (x,) astfel încât: 
a) f este derivabilă în orice punct al vecinătăţii V; 
b) funcţia derivată f': V >R este derivabilă în punctul x, e V. 

e Derivata funcţiei f' în punctul x, se numeşte derivata de ordinul II 
(sau derivata a doua) a funcţiei f în punctul x, şi se notează f"(x,). 


Aşadar, Ea) = lim 0920), 


X—X0 X i X 
xeVeY (xo) 0 
Funcția f este de două ori derivabilă pe mulțimea D, c D dacă funcția f este 
derivabilă de două ori în orice punct al mulțimii D,. 
Funcția (f')': Dı > R se numeşte derivata de ordinul II a funcției f (sau 


derivata a doua) şi se notează f"sau f°. 


© OBSERVAȚIE 


* Dacă funcţia f este derivabilă numai în punctul x, (sau pe o mulțime care nu 
are pe X, punct de acumulare) nu se poate defini derivata a doua în x, . 
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Aşadar, orice funcție derivabilă de două ori în punctul x, are derivata 
întâi f' definită pe o întreagă vecinătate a lui x,. 


t7 Exemplu 
x’, xeQ 
x5 —x2 xeRNQ 


e Funcţia f:R-—> R,f(x)= | este derivabilă numai în 


punctul x, =0. 


Rezultă că pentru această funcție nu se poate pune problema derivabilităţii 
de ordinul II în x, =0. 


Problemă reyolsală 
k] Să se arate că funcția f este de două ori derivabilă şi să se determine 
funcția f" în cazurile: 

a) f(x)=2x° -x +1, x €R; 

b) f(x) = sin x, X € Ñ; 

c)f(x)=In(x? +1),x cR. 

Solutie 

a) Funcția f este derivabilă pe R ca sumă de funcții derivabile şi 
f'(x)= (2x? -x+ 1) =4x-1,xeR. Funcţia f' este derivabilă pe R ca sumă 
de funcţii derivabile şi derivata acesteia care este derivata de ordinul II a 
funcţiei f este dată de: f"(x)=(£')'(x)=(4x-1)'=4, x eR. 

b) Funcţia sinus este derivabilă pe R ca funcţie elementară şi 
derivata de ordinul I este f '(x) = cosx, xelR. Funcţia f' este derivabilă pe 
R ca funcţie elementară şi derivata acesteia care reprezintă derivata de 
ordinul II a funcţiei f este f"(x)=(f')'(x)=-sinx, xeR. 

c) Funcţia f:P—R, f(x)= In (x? +1) este funcţie derivabilă pe R ca 
o compunere de funcţii derivabile. Avem: 

1 
f'(x)=(In)'(x* +1)= 
(x) = (an) (e +1) 
Funcţia raţională f' este derivabilă pe R fiind un cât de funcţii deri- 


vabile pe R. Derivata derivatei de ordinul I este derivata de ordinul II a 
funcţiei f, anume: 


"=E -| 


-2x, x ER. 


= = xek. 


2x ) _ 2(x* +1)-2x-2x F 2(1-x°) 
(x? +1) (1+x2) 


au | 
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APLICAȚII. RĂDĂCINI MULTIPLE ALE ECUAȚIILOR 
POLINOMIALE 


Fie f:R—R,f(x)=ax" +a,x"+...+a,,xt+a, o funcţie polinomială 
de gradul n. 


+ DEFINIȚIE 


e Se numeşte ecuaţie polinomială de gradul n ecuaţia f(x)=0, unde f 
este funcţie polinomială de gradul n. 


Exemplu de ecuaţii polinomiale: 
1. ecuaţia polinomială de gradul 1: ax + b =0, a # 0; 


2. ecuația polinomială de gradul 2: ax” + bx +c =0, a + 0; 
3. ecuația polinomială de gradul 3: ax? + bx’? +cx+d=0, a #0. 


** DEFINIȚIE 


e Fie f o funcție polinomială de gradul n,neN.Numărul x,eR se 
numeşte rădăcină multiplă de ordinul m, m efi, 2s n} a ecuaţiei 
polinomiale f (x) =0 dacă există o funcție polinomială g de gradul n-m 


astfel încât: a) f (x)=(x-x,)" g(x), vxeB; b) g(x,)=#0. 


Numărul m se numeşte ordin de multiplicitate a rădăcinii x. 
Dacă m =1, 2, 3, ..., numărul x, se numeşte rădăcină simplă, dublă, 
triplă etc. 


m TEOREMA 7 
Fie f o funcție polinomială de gradul n, n eN . Dacă numărul real x, 
este rădăcină multiplă de ordinul m al ecuației polinomiale f( )=0, 


atunci ea este rădăcină multiplă de ordinul (m-1) pentru ecuația 


polinomială f'( )=0. 


Demonstratie 
Din definiția rădăcinii multiple de ordinul m rezultă că există funcția 


polinomială g astfel încât f(x)= (x x.) g(x), g(x,)#0. 
Avem f'(x)=(x- nS | mg(x) +(x- xo)g'(x)] =(x-x,) 


-1 


-h(x). 
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Deoarece f'(x,)=0 şi h(x,)=mg(x,)70 rezultă că x, este rădăcină 
multiplă de ordinul m -1 pentru ecuaţia f'(x)=0. m 


Această teoremă dă posibilitatea formulării condiţiilor în care un 
număr x, ER este rădăcină dublă, triplă sau de un ordin mai mare. 


Astfel: 

e x, este rădăcină simplă dacă f(x,)=0 şi f'(x,)z0 

e x, este rădăcină dublă dacă f(x,)=0 di 0)=0 şi P ATA o) 20; 

e x, este rădăcină triplă dacă E(x.)=0 f'(x,)=0, f"(x,)=0 şi x, 


este rădăcină simplă pentru f "(x) =0. 


Probleme rezolvate 


[] 1. Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii x, =1 pentru 


ecuația x‘ —x* —-3x*+5x—-2=0. 
Solutie 
Considerăm funcția polinomială f (x)= x* -x° - 3x’ + 5x- 2, x € R. 


Avem: f(1)=0, f'(x)=4x*—3x"-6x+5 şi f'(1)=0. 

f"(x)=12x°”-6x-6 şi f"(1)=0, iar f" (x)=(x-1)(12x +6). 

Aşadar, f(1)=f'(1)=f"(1)=0 şi x,=1 este rădăcină simplă pentru 
ecuația f"(x)=0. 

Rezultă că x, =1 este rădăcină triplă. 


2007 223 


k] 2. Să se determine numerele a, belR pentru care ecuația 2ax  +bx + 
+32 = 0 are rădăcina dublă x, =1. 
Solutie 

Fie funcția polinomială f(x) =2ax™” + bx” +32, x e R. 

Din condițiile f(1)=0 şi f'(1)=0 se obțin relațiile 2a+b+32=0 şi 
4014a + 223b = 0. 

Se obține a =2 şi b = —36 şi se arată că pentru aceste valori f"(1) +0. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


= EXERSARE 
E1. Să se calculeze derivata de ordinul II o) f(x) = xVx, x 2 0; 
pentru funcțiile: ET 
a) f(x) =x‘ - 2x? +5x? + 3x- 1, x € B; d) f(x)=x:e*™, x eR; 
A 
3 (= x S e) f(x)= (1+x? Jarctgx, x e R; 
2 f f(x)=1n n(x? +1)- arcctgx, x € R. 
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E2. 


E3. 


A2. 


Să se rezolve ecuația f"(x)=0 pentru 


funcțiile f :D— R, precizând mul- 
țimea D, dacă: 

a) f(x) = x? —4x2+5x-3; 

b) f(x) = XVX +3; 

c) f(x) = x+ 2arctgx; 

d) f(x)=x+sinx; 

e) f(x)=ln(2+sinx); } f(x) = gs, 
g) f(x)=vx+4+ 3In(x+ yx? + 4); 
1-x2 
1+x 


h) f(x)= 


ze 


Să se arate că funcţia f verifică 
identitatea dată: 


a) f(x) =5x° +4x—2, x” -f"(x)+f'(x)= 
= 2|x+£(x)+4], x € R; 

b) f(x) =>, (4x? +1)f (x)- 2f '(x)- 
- f"(x)=0, x e R; 

c) f(x) = e2* cos 4x, f"(x)-4f'(x)+ 
+ 8f (x) =0, x e R; 


E4. 


E5. 


E6. 


d) f(x)=x Vx -4x, x: f'(x)+ x-f"(x)-9x= 
E 10f(x)+3x 


„xX>0; 
4 


Să se determine funcția polinomială 
de gradul 2, f:R— R, ştiind că: 


£"(10) = -6, f'(2)= -8, f(0)=5. 


Să se determine numerele a,beR 


pentru care ecuaţia are rădăcina 
dublă indicată: 
a) x? +(a+1)x” -3x +2b=0, xp = -3; 


b) 4xt —-2ax5 +5x2 —bx+1=0, xo ==; 
c) xi -(a? -a-1)x? +(a-3)x+2b-1= 
=0, x, =1. 


Să se determine ordinul de multi- 
plicitate al rădăcinii date: 
a) x! —9x? -4x +12 =0, x, = —2; 


b) 5x* +3x° —8x2 -5x +1=0, x =-l; 


c) 3xî - 4x? +7x° -5x +1=0, x)= ;, 


d) 2x* -5x° + 3x? +x -1=0, x =1. 


APROFUNDARE 
A1. Să se studieze dacă funcţiile f: R —R 


sunt derivabile de ordinul II: 


a) =] x<0, 


arctg x, x>0 : 


sinx, 


arectg x, x <0 


5) a-l x>0 


c) f(x)=|x- 3f. 


Să se determine a, b, ceR pentru 
care funcția f: R > R, 


rol 


să fie de două ori derivabilă în 
punctul x =0. 


2sinx+(a-2)cosx, x 20 


bx? +cx+1, x<0 


A3. 


A4. 
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Se dă funcția f:R >R, 
3 2 
x" +(m-1)x'+nx+2p,x<2 
f(x) = ( ) P ; 
arctg(x-2), x22 
Ştiind că f este de două ori derivabilă 
pe R să se determine m, n, peR şi 


£"(2). 


Fie funcția f:R>R, 
xí +(3-a)x’-4x+b,x<0 
f(x)= —2, x=0. 
x? -5x2+cx+3-d, x>0 


Pentru ce valori ale parametrilor a, 
b, c, d funcţia f este de două ori 
derivabilă în x, =0? 
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A5. Să se studieze existența numerelor 
f"(0) şi g"(3) pentru funcţiile 


5 = „x<0 
date prin: f(x) =4 x? +1 A 
X, x20 
In” (x-2), x23 
g(x)= 


(x-3, x<3 


A6. Să se determine funcția polino- 
mială f de gradul 3 dacă: f(0)=5, 


f'(0)=3; £"(0)=-8 şi £"(2)=4. 


A7. Fie funcția f:(-1,+%)>R, f(x)= 
=ln|(x+a)(bx+c)], a,b,c eR. Să se 
determine f'(1) ştiind că f(0)=ln2, 

' = 3 n = 5 
f (0)=5 £ (0) T 

A8. Fie funcția polinomială f:R -> R, 
f(x)=9x* -axë +bx°-cx+d. Să se 
determine numărul f'(-1) ştiind 


că ecuația polinomială f(x)=0 are 


rădăcinile duble x, =1, x, = =. 


A9. Să se determine coeficienții ecua- 
ţiilor polinomiale ştiind că au pe 
x =1 rădăcină de multiplicitate doi: 


a) ax" +bx° +2 = 0; 
b) (a+1)x™™! —2bx +x"? +1=0. 


A10.Să se determine a,b,ceR ştiind că 
ecuațiile polinomiale 2xt — (3a + 2) x + 
+9x2-bx+4=0 şi x5—12x+c=0 au 
o rădăcină reală dublă comună. 


A11.Să se determine funcția polinomială 
f:R>R de grad n,n2l cu pro- 
prietatea: 


a) f(x)=£'(x).f"(x), x e R; 
b) 4f (x)-£'(x) =f"(x"?), xek. 


A12.Se consideră funcția polinomială f 
de gradul n, f(x)=(x-a,)(x-a,)... 
«(x — an)» xeR şi funcţia g definită 
1 1 1 


prin g(x)= + burd ; 
x-a X-a 


xza;, i=l,n. 
Să se arate că: 
a) g'(x)< 0, V x e D,; 


TESTE DE EVALUARE 


Testul 1 


O1. Se dă funcţia f:R-— R, f(x)= 3x? +(m-2)x+2-m, meR. 
a) Să se determine meR astfel încât f să fie derivabilă pe R. 
b) Pentru m =0 să se determine f'(-1) şi £"(0). 


Q2. Să se calculeze f'(x) şi f"(x) pentru funcţiile f : D > R, dacă: 


a) f(x)= sinx 


2 + sinx 


; b) f(x) = (+ Vie +1); c) f(x) -| 


x+sinx, x<0 


2x+In(1+x°), x>0 
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O3. 


O4. 


Q1. 


Q2. 


O3. 


O4. 


Q1. 


Q2. 


03. 


Pe graficul funcţiei f:R* >R, f(x) = X*2 să se determine punctul A(a, b) 
x 


astfel încât tangenta în A să fie paralelă cu dreapta BC, unde B(1, 1) $ cf, z} 


Să se determine ordinul de multiplicitate al rădăcinii x = -2 pentru ecuația 
polinomială 3x‘ +12x? +11x2 -4x-4=0. 


Testul 2 


Să se calculeze derivatele de ordin I şi II, pentru funcțiile date de: 


ln(x+1) e” +x2, x<0 
a) f(x)=(3x-1)e2%*; b) f(x) =- Et, c) f(x)= A 
(x)= (3x-1) (x) a (=) aaRS 


Să se arate că pentru orice neN' şi xeR\ {1} are loc egalitatea: 
nx™! — (n +1) +1 
1+2x+3x2+..+nx" = ( l) 
(x-1) 


Să se arate că nu există nici o funcție polinomială f: R — R astfel încât: 
f(x)=ln(1+x), Y x e[0, +0). (Universitate, Buc., 1985) 


Fie funcția polinomială f : R > R, f(x) = xř +axí - bx? -cx° + dx +3 şi a=3a-b- 
-c +2d. Dacă ecuația f(x) =0 are x =1 şi x, =-1 rădăcini de multiplicitate 


de ordinul doi, atunci a este egal cu: 
a) 9; b) 3; c) -1; d) 0. 
Testul 3 


x(x? + 1) 


. yx? +2 -Žin(x+ ve +2). 


Se consideră funcția f : D > R, f(x) = 

a) Să se determine mulțimile D şi Dp. 
(6) 

f'(v2)+£'(-77) 


b) Să se calculeze 


Să se determine punctele unghiulare ale funcției f : R —> R, f(x) = arccos T 
+x 
ln (3 — x) 5 x<2 


Se dä funcția £:B-oBr()- | 5 (2 b) E, 
ax“ -x(2a-b)+c,x> 


a) Să se determine a,b,ce R astfel încât f să fie de două ori derivabilă în x = 2. 
T x 3 E Ă r 
b) Pentru a= 5 şi b=c=0,să se scrie ecuația tangentei la grafic în punctul 


cu abscisa egală cu 18f"(0). 
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O4. Fie funcţiile f,g: R — R, f(x) =x° +x+1, g(x)=f(x)+6x +11x+7. 
a) Să se arate că f este bijectivă. 
b) Să se arate că funcția f" este derivabilă în yọ=3 şi să se calculeze 


(£)(3). 


c) Ce ordin de multiplicitate are x = -—2 pentru ecuaţia polinomială g(x) =0? 


(7) FUNCȚII DERIVABILE PE UN INTERVAL 


7.1. PUNCTE DE EXTREM 


Noţiunea de punct de extrem a fost întâlnită încă din clasa a IX-a (mai 
mult intuitiv) în legătură cu studiul funcţiei f:R—R, f(x) = ax2+ bx +c,a #0, 
a,b, cel. S-a arătat că: 


= , A ; Pae 
1. Dacă a > 0, atunci f(x)2 -7> YxelR, egalitatea realizându-se 
a 


b 
pentru Xp =-—. 
2a 
zii b A H TAa e tente fa SE 
Valoarea funcției f aa Ai reprezintă minimul funcţiei (cea 
a a 


neas S b ES 
mai mică valoare a funcției), iar punctul x, = ES reprezintă punctul de 
a 


minim al funcției. 
b A i A EEES 
Punctul v(-z 2) al parabolei asociate, reprezintă punctul de 
a a 


minim al acesteia. 


E ? A ; A 
2. Dacă a < 0, atunci f(x)< E Yxek, egalitatea având loc pentru 


b o A, PUR, 
X, = za Valoarea funcţiei f|-— |=-— în acest caz, reprezintă 

a 
maximul funcției (cea mai mare valoare a funcţiei), iar punctul x, = E7 
a 


reprezintă punctul de maxim al funcției. 


b A pota A : 
Punctul v|- -ż) reprezintă punctul de maxim al parabolei 
a a 


asociate. 
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+ DEFINIŢIE 


e Fie funcţia f: D >R, D c R. 

Un punct xyeD se numeşte punct de Figura 1 
maxim relativ (local) al funcției f dacă A(xo, f((x0)) 
există o vecinătate V a punctului x,, astfel 


încât pentru orice x e V AD, are loc relația: 


f(x)<f(x,). (1) 
Valoarea f(x,) a funcției în punctul de i 
maxim relativ se numeşte maximul relativ V 
(local) al funcției, iar punctul A(x,, f(x,)) de pe xo punct de maxim relativ 


curba asociată graficului funcției se numeşte punct de maxim relativ al 
acesteia. 


Figura 2 
« DEFINIȚIE y 


* Un punct x, €D se numeşte punct de minim 


relativ (local) al funcției f dacă există o 
vecinătate V a punctului x, astfel încât pentru 


orice x€ V aD, are loc relația: 
f(x)2f(x,). (2) 


Valoarea f(x,) a funcției în punctul de minim x, punct de minim relativ 


relativ se numeşte minimul relativ (local) al 
funcției f, iar punctul A(x,, f(x,)) de pe curba asociată graficului funcției se 


numeşte punct de minim relativ al acesteia. 
Punctele x, de maxim relativ sau de minim relativ ale unei funcții se 


numesc puncte de extrem relativ ale funcției. 

Valorile funcției în punctele de extrem relativ se numesc extremele 
relative ale funcției. 

Punctele de maxim relativ şi punctele de minim relativ ale curbei 
asociate graficului funcției se numesc puncte de extrem relativ ale 
graficului. 


s 


Figura 3 


© OBSERVAȚII 

1. O funcție poate avea mai multe puncte de f(x) 
extrem relativ, iar un minim relativ poate fi f(x, 
mai mare sau egal decât un maxim relativ. 
Acest fapt justifică folosirea cuvântului 
„relativ“, (figura 3). 


XoX1 X2 X3X4 
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2. E posibil ca o funcţie să nu aibă puncte de extrem, (figura 4). 


I Exemplu 
° f:(1,2)—RB,f(x)=x, (figura 4). 


«e DEFINIȚII 
* Un punct x, €D este punct de maxim absolut al 
funcţiei f dacă f(x)<f(x,), Yx €D. 
e Valoarea f(x) reprezintă maximul absolut al 
funcţiei. 
Orice punct de maxim absolut este şi punct de maxim relativ (local), 
dar reciproca nu este în general adevărată. 
O funcţie poate avea mai multe puncte de maxim absolut. 


Figura 4 


t7 Exemplu y Figura 5 
e Fie funcția f: R — R, f(x) = cos x. 
Mulțimea {2kr|k e z} reprezintă mul- 


țimea punctelor de maxim absolut, iar 
f (2kr) =1,keZ reprezintă maximul ab- 
solut al funcției cosinus. 
+ DEFINIŢII 
e Un punct x,eD se numeşte punct de minim absolut al funcţiei 
f:D>R, dacă f(x)> f(x), vxeD. 


e Valoarea f(x,) reprezintă minimul absolut al funcției. 


Orice punct de minim absolut este şi punct de minim relativ, dar 
reciproc nu este în general adevărat. g 

O funcție poate avea mai multe puncte de minim absolut. In figura 5 
mulțimea punctelor de minim relativ este (2k +1) |k eZ}, iar minimul 
absolut al funcţiei cosinus este f (2k +1) =-1, x € Z. 


Punctele de maxim absolut şi de minim absolut se numesc puncte de 
extrem absolut. 


7.2. TEOREMA LUI FERMAT 


m TEOREMA 8 (Pierre Fermat 1601-1665) 
Fie funcția f : [a, b] > R şi x, € (a, b) un punct de extrem al funcției. 


Dacă f este derivabilă în punctul x, , atunci f'(x,)= 0. 
Demonstraţie 
Să presupunem că punctul x, este punct de maxim din interiorul 


intervalului [a, b]. Atunci există o vecinătate V a punctului x, Ve [a, b], 
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astfel încât f(x)<f(x,) sau f(x)-f(x,)<0, vxe V. Din faptul că f este 
derivabilă în x,, rezultă că: 


f'(x) = f' (a) = Tea 20 şi f'(x,)= f'n (3,)= lim Toa <0. 
iese a: dai e at II deo. 
Rezultă că f'(x,) =0 şi teorema este demonstrată. 
În cazul în care x, este punct de minim se procedează ca mai înainte, 
sau se observă că x, este punct de maxim pentru funcţia g = —f. Conform 


primei părți a demonstraţiei avem g'(x,)=0, adică f'(x,)=0. m 


y Figura 6 


e Interpretare geometrică 

Teorema lui Fermat arată că într-un punct de 
extrem din interiorul unui interval, tangenta la 
graficul unei funcţii derivabile este paralelă cu axa Ox 
(panta este zero), (figura 6). 


© OBSERVAŢII 


1. Condiţia ca punctul de extrem x, să fie în interiorul 


intervalului [a, b] este esenţială. Dacă x, ar fi una din extremitățile 
intervalului, este posibil ca funcția f să fie derivabilă în x,, iar derivata 
sa să nu se anuleze în acest punct. 


7 Exemplu 
e Funcţia f : [1,2] > R, f(x) = x2 are minim în punctul x, =1 şi maxim în 


punctul x, =2. 


Derivata f'(x) = 2x, x e[1, 2] nu se anulează în intervalul [1, 2]. 


Figura 7 
2. Reciproca teoremei lui Fermat nu este, în general, y 
adevărată. 
Din faptul că funcția f este derivabilă în punctul x, şi 4 y=x? 


f'(x,)=0 nu rezultă întotdeauna că x, este punct de extrem. 


t} Exemplu 
* Funcția f : R —> R, f(x) = x? este derivabilă în x, = 0, f'(0)=0, 


însă punctul x, =0 nu este punct de extrem, (figura 7). 


E A SIR PA Figura 8 
3. Condiţia de derivabilitate a funcției în punctul x, nu este con- y ci 
diţie necesară pentru ca punctul x, să fie punct de extrem. 
7 Exemplu 
* Funcţia f:R— R, f(x) = |x| are x, =0 punct de minim O x 


interior domeniului de definiție, fără ca f să fie derivabilă în 
X, =0, (figura 8). 
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4. Dacă funcţia f : [a, b] > R este derivabilă, atunci zerourile derivate f! 
din intervalul deschis (a, b) se numesc puncte critice ale funcţiei. 


Teorema lui Fermat afirmă că punctele de extrem ale unei funcţii 
derivabile sunt printre punctele critice ale funcției. 


& fii /, ls 


k 1. Fie funcția f:R-— R, f(x) = -x2 + 4x + 5. Să se arate că x = 2 este 
punct de maxim al funcției f. 
Solutie 
f(x) = (32 — 4x — 5) = -[& — 2) — 9] = — (x — 2}2 + 9 < 9 = f(2), Vx e R. 
Rezultă că x, = 2 este punct de maxim al funcției. 


[2] 2. Fie a > 0 şia* >x+1,V xe. Să se arate că a = e. 


Solutie 
Relația din ipoteză este echivalentă cu a*—x-— 1 > 0, V xel. 
Fie f: R> R, f(x) = a* — x — 1. Din ipoteză Figura 9 


avem că f(x) > 0, Y xek. 

Deoarece f(0) = 0 şi f(x) > 0 = f(0), V x e R, 
rezultă că x, =0 este punct de minim al lui f. 
Aplicând teorema lui Fermat se obţine că f'(0) = 0. 
Dar f'(x) =a*. lna-l şi deci f'(0)=lna-l. 
Rezultă că a = e. 

Pentru a proba că e > x + 1, V xelB,considerăm graficul funcţiei 
g(x) = e*, x e R, (figura 9). 

Ecuația tangentei la graficul funcției în punctul A(0, 1) este y — e? = 
= g'(0). &-— 0) sau încă y= x+ 1. 

Din lectura grafică se obține că e > x+ 1, V xelR. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. Fie f:R — R, f(x)=3x2-6x+ 10. c) f : 2, 1] > R, f(x) = -x?; 
Să se arate că xọ=1 este punct de d) f : [-2, 4] > R, f(x) = |x? - 1|; 
minim al funcției şi să se determine e) f : 3, 2) > R, f(x) = -x; 
minimul funcției f. f) f: (0, œ) > R, f(x) = x^. 


E2. Să se determine punctele de extrem || E3. Se dau functiile f,g:R> R, 
ale funcțiilor date, relativ la dome- f 


3/ 
niile lor de definiție, precizând f(x) = e - 4, g(x) =Ņ\x’. 
totodată şi extremele funcției: Să se studieze aplicabilitatea teo- 


a) f: R > R, f(x) =-2x? + 10x - 1; 


remei lui Fermat pe [-3, 3]. 
b) f: R — R, f(x) = x? + 4x - 2; 
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E4. 


AL. 


A2. 


A3. 


Să se determine punctele critice 
ale funcțiilor f : D > R, dacă: 

a) f(x) = x? - 3x; 

b) f(x) = 2x8 - 15x? + 24x - 1; 

c) f(x) = In (x - 3) - In (x? - 5); 

d) f(x) = (x? + 3x?) - es; 

e) f(x) = cost 2x; 


f) f(x) = arctg 


4x+3 
2 


yx? +1 í 
x 


5) > aa: 


h) f(x) = tgx + ctgx; 
i) f(x) = xVa? - x? + a? - arcsin Ž. 
a 


APROFUNDARE 


Se dă funcția f: RR, f(x)=x°- 
-(a+1)x +b, a,b e R. 

Să se determine f'(0)-f(0)ştiind că 
x = -1 este punct de maxim local al 


funcției şi valoarea maximă a func- 
ției este 6. 


Să se determine funcția polinomială 
f: R>R, f(x)= ax? + bx? +cx+d 
ştiind că f are un maxim local egal 
cu —l în punctul x=1 şi un minim 
local egal cu —2 în punctul x= 2. 


Se consideră funcția f: R > R, 

f(x) = 6*+ a1- 14* - 153, a > 0. 

a) Să se calculeze f(0) şi f'(0). 

b) Să se determine a astfel încât 
f (x) >0, xek. 


7.3. TEOREMA LUI ROLLE 


A4. 


Se consideră funcția f: (-2, 2) > R, 


Să se determine meR astfel încât 
funcția f să aibă un minim în 
punctul x= 1. 


„ Să se determine a > 0, ştiind că a* +1 > 


> 3* + 4*7, pentru orice x eR. 


. Să se determine a > 0 dacă a: + 2: > 


> 3* + 4*, pentru orice x eR. 


. Să se determine a > 0 dacă: 


ln (x-1) < a (x-2), V x e (1, œ). 


. Să se arate că dacă (1 + x)? > 1 + 


+ mx, V x > -1, atunci m = 3. 


Teorema lui Fermat dă condiții suficiente pentru ca o funcție să aibă 
derivata nulă într-un punct, dar nu şi condiții necesare. Un alt rezultat care 
dă numai condiții suficiente pentru ca derivata unei funcții să se anuleze 
într-un punct Îl reprezintă următoarea teoremă: 


m TEOREMA 9 (Michel Rolle 1652-1719) 


Fie f: [a,b] >R, a< b. Dacă: 


a) functia f este continuă pe intervalul închis [a, b]; 


b) funcția f este derivabilă pe intervalul deschis (a, b); 
c) f(a) = f(b), 
atunci există c e (a, b) astfel încât f'(c) = 0. 
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Demonstraţie 

Deosebim următoarele situaţii: 

a) f este constantă pe I=|a, b]. Atunci f'(x)=0, V x eI; 

b) f nu este constantă pe I. 

Deoarece f este continuă pe 1=|a, b], ea este mărginită şi îşi atinge 
marginile pe acest interval. Astfel, există punctele u, v e I astfel ca f (u) <f (v), 
v x el. Deoarece f nu este constantă avem f(u)<f(v). 


Punctele u şi v sunt puncte de extrem pentru funcţia f. Având 
f(u)<£(v), atunci cel puţin unul dintre punctele u şi v este interior 


intervalului [a, b]. 
În caz contrar am avea f(u)=f(a)=f(b)=f(v), ceea ce nu se poate. 
Fie ue(a, b). Atunci, din teorema lui Fermat rezultă că f'(u)=0 şi 
se ia c=u. E 


INTERPRETAREA GEOMETRICĂ A TEOREMEI LUI ROLLE 


A Figura 10 
În condiţiile cuprinse în teorema lui Rolle, Y 


rezultă că există cel puţin un punct ce (a, b) astfel 


încât tangenta la graficul funcţiei în punctul 
1 
C(c; f(c)) este paralelă cu axa Ox, (figura 10) sau f(c) a C 
este chiar axa Ox. 


© OBSERVAȚIE 


a 
x’, xe [-1 J2 | NQ 

e Fie funcția f: |-1, v2] >R, f(x) = . 
x’, xE l-a, N2 | n(R \ Q) 

Pe intervalul [-1, NE) ] nu se verifică nici una din condiţiile a), b), c) 


ale teoremei lui Rolle. Totuşi f'(0)=0. Aşadar, ipotezele teoremei lui Rolle 


sunt numai suficiente pentru anularea derivatei. 


CONSECINŢE ALE TEOREMEI LUI ROLLE 


Fie f:I-—R o funcţie oarecare, ICR interval de numere reale. 
Soluţiile reale ale ecuaţiei f(x) = 0 se numesc zerourile (rădăcinile) funcției f 
pe intervalul I. 


Teorema lui Rolle conduce la câteva referiri privind zerourile unei 
funcții numerice. 
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[i] CONSECINȚA 1 


Intre două zerouri ale unei funcţii derivabile pe un interval I se află cel 
puţin un zero al derivatei. 


Demonstraţie 
Fie f:I—R o funcţie derivabilă pe I şi a,bel,a<b zerouri ale 


funcţiei, f(a) = f(b) = 0. 
Aplicând teorema lui Rolle pe intervalul [a, b], rezultă că există 


ce(a, b) astfel încât f'(c)=0, deci c este zero al derivatei. M 


E CONSECINȚA 2 


Intre două zerouri consecutive ale derivatei unei funcții derivabile pe 
un interval I se află cel mult un zero al funcţiei. 


Demonstraţie 
Fie f:1—R o funcţie derivabilă pe I şi x,, x, € I, x, < x, două zerouri 


consecutive ale derivatei f'. Presupunem prin absurd că în intervalul 
(x, X) există a, b astfel încât f(a) = f(b) = 0, a < b. 

Aplicând teorema lui Rolle funcţiei f pe intervalul [a, b], rezultă că 
există c e(a, b) astfel încât f'(c)=0. 

Rezultă că x, <c<x, în contradicție cu faptul că x,, x, sunt zerouri 


consecutive ale funcţiei f'. Aşadar, presupunerea făcută este falsă şi 
afirmaţia din consecinţă este demonstrată. W 


Probleme rezolvate 


E] 1. Se consideră f:[0,1]—> R, funcție derivabilă care verifică relația 
f(0)=f(1)=0. Să se arate că există c e (0, 1) astfel încât f'(c)+f(c)=0. 
Solutie 

Pornim de la ideea că expresia f'(c)+f(c)=0 poate reprezenta 


valoarea derivatei unei funcții în punctul c. 
Astfel, definim funcția g:[0,1]> R, g(x)=f(x)-e". Aceasta este 


derivabilă pe [0,1] ca produs de funcții derivabile şi g(0)=g(1)=0. 
Conform teoremei lui Rolle, există ce(0, 1) astfel încât g'(c)=0, ceea ce 
este echivalent cu f'(c)+f(c)=0. 

k] 2. Se dă funcţia polinomială de gradul 4, f:R—>R, f(x)=x*+2x° + 
+6x" +ax+b. Să se arate că ecuaţia f(x) = 0 nu poate avea 4 soluţii reale 
distincte. 
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Solutie 
Presupunem prin absurd că ecuația are f: X; Xs X; X, 
soluțiile reale distincte x,, X,, X4, X, astfel NAA NIZA Ss 
încât x, < X, < X, < X,. Conform consecinței 1, f': x x, x, 
ecuația f'(x)=0 are trei soluţii reale distincte Sea sad 
. f x" x" 
x, 'e(x,, x), x, 'E(X,, x; ), x, ' E(x, x4). Apli- 1 2 


când această consecință funcţiei derivate f':R-— R, derivabilă pe R rezultă 
e (x, x '), 


x," e€(x,', xX,'). Dar f"(x)=12(x°+x+1), xek şi ecuația f"(x)=0 nu are 


n 


că ecuaţia f"(x)=0 are două soluţii reale distincte, x, 


două soluţii reale. Această contradicţie arată că ecuaţia f (=) = 0 nu poate 
avea 4 soluţii reale, distincte. 
|] 3. Să se rezolve ecuaţia exponențială 3*'+2*=8*+3. 
Solutie 

Se observă că x, =0 şi x,=1 sunt soluții ale ecuației. Să arătăm că 
ecuaţia nu mai are şi alte soluţii reale. 

Fie funcţia f : R —> R, f(x)=3%*+2* -8* -3 derivabilă pe R. 


Ecuația f'(x)=0 se scrie sub forma 3%" ln3+2*ln2=8*ln8 sau 
2-2] îna-+[) In2=In8. (1) 
8 4 


Funcţia g:R—IR, g(x)= (2) In 3 (3) In2 este strict descrescă- 


toare pe R şi în acest caz ecuaţia (1) are cel mult o soluţie reală, deci şi 
ecuaţia f'(x)=0 are cel mult o soluţie reală. Aşadar, ecuaţia f(x)=0 are 


cel mult două soluţii reale. Rezultă că 0 şi 1 sunt singurele soluţii reale ale 
acestei ecuații. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
EXERSARE 


E1. Să se verifice dacă se poate aplica 5 T 
teorema lui Rolle funcțiilor: e) f: SAS 1|> R, 
a) f : [-3, 2] > R, f(x) = x? + x — 6; 
b) f: L1, 1] > R, f(x) = x5- 15x? + 14x; 
c) f : L2, 2] > R, f(x) = |4x?- xt]; 


bă 


T 
tgx, -—,0 
aad zal 


—x, xe(0, 1] 


f(x) = 
T 

d)f: E | R, ff: |-ž1|> R, 

x+1, x e [-1, 0) 


T 
= x 2cosx-1, xe|-ž,0) 
ae 1-sinx,xe o. z] i f(x) = 3 . 


2 1-x3, x e [0, 1] 
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E2. 


E3. 


Al. 


A2. 


A3. 


A4. 


Să se determine constantele a, b, ceR 


astfel încât să se poată aplica teore- 
ma lui Rolle funcțiilor: 


a) f: L2, 1] > R, 
2 
= ax + bx +c, x e [-2, 0; 
2x, x e [0, 1] 
b) f: L1, 1] > R, 
2 
t()= x" +Qa-1)x+b, x<0 
(c-1)x2+3x-5,x20 


să se aplice efectiv teorema. 


şi apoi 


Fie funcţia f:[-2,1]|—B, f(x)=x + 


+3x2 —4. Există puncte ceR astfel 


E4. 


E5. 


încât tangenta la graficul funcției în 
C(e, *(c)) să fie paralelă cu axa Ox? 
Să se determine ce (-1, 1) astfel 


încât tangenta în punctul cu abs- 
cisa c de pe graficul funcției 


f :[-1, 1] >R, f(x)=v1-x? să fie 
paralelă cu axa Ox. 

Să se arate că derivatele de ordinul 
I ale funcțiilor f:R >R au numai 
zerouri reale: 

a) f(x) = (x-2)(x+3)(x-4); 

b) f(x) = (x? -1)(x? +x-6); 


c) f(x) = (4x? -1)(9-=2). 


APROFUNDARE 


Să se determine a,b,ceR pentru 
care se poate aplica teorema lui Rolle 
funcţiilor şi să se aplice aceasta, dacă: 
a) f : [-3, 3] > R, 
x)= ax? -7x +b-3, x e[-3, 0) . 

x? +(c+1)x +1, x e [0, 3] 
b) f: F1, e -1] > R, 

2 

f(x) = ax“ + bx +c, x e [-1, 0) l 

In(x+1),  xe[0,e-1] 
(ASE, Buc., 1995) 
Să se determine punctele în care 


tangenta la grafic este paralelă cu 
Ox pentru funcțiile: 


a) f: |- z| >R, f(x) =N10+x—2x%; 
b) f: L1, 3] > R, 
f(x) = -2x +x+3, sal 

x -5x+5, x21 
Fie funcţia f : [0, 1] > R derivabilă 
şi f (0) = 0. Să se arate că există 


ce (0, 1), astfel încât f'(c) = f(c) i 


1 


Fie funcţia f : [1, 2] > R derivabilă 
şi f (1) = 2 f (2). Să se arate că există 


ce(1, 2), astfel încât f'o) =- ©, 
c 


A5. 
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Fie f, g : [0, 1] > R“ derivabile, 
astfel încât f(1) . g(0) = f(0) . g(1). 
Să se arate că există ce(0,1), 
f(e) _g'(c) 


astfel încât : 
f(c) g(c) 


= w . Ea 
. Să se arate că pentru orice m, neN, 


s nm- 
există xe[a z) astfel încât == Xa 
2 cos x 


n 
m 


. Fie f: [a,b] > R o funcție derivabilă 


şi f'(x) z0, Y x e (a, b). Să se arate că 
f(a) + f(b). 


. Fie f: R-—R o funcție derivabilă care 


are n zerouri distincte. Să se arate 
că derivata f' are cel puțin (n-1) 


zerouri distincte. 


. Fie f: R-—R o funcție polinomială de 


graduln, n eN”. 

a) Să se arate că f are cel mult n 
zerouri reale. 

b) Dacă f are n zerouri reale şi dife- 
rite, atunci f' are toate zerourile 
reale şi distincte. 
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A10.Fie f:R >R o funcţie polinomială axelor în trei puncte distincte. Să se 
nenulă. Să se verifice dacă f are arate că 3 c e R astfel încât f" (c) = 0. 
toate zerourile reale, atunci şi 


funcția f+ mf' are toate zerourile || A12.Să se rezolve ecuațiile exponențiale: 
reale, m e R. a) 3* + 22511 = 6* +5; 


A11.Fie f:R >R o funcție polinomială, p) 32% = 9îx+l _3.92% 47, 
astfel încât curba reprezentativă 
intersectează prima bisectoare a 


7.4. APLICAȚIE. SIRUL LUI ROLLE 


NE REAMINTIM! 
Fie IclR un interval de numere Criteriul Cauchy-Bolzano 
reale şi f:I—R o funcție numerică. Fie f : I > o funcție continuă pe 


intervalul I şi a,b eI,a<b. Dacă 


Dacă f este funcție continuă, crite- 
f(a)-f(5)<0, atunci ecuaţia 


riul Cauchy-Bolzano dă condiţii suficiente 
ca ecuația f(x) = 0 să aibă soluţii reale pe |^ (x)=0 are cel puţin o soluție 
ce(a,b). 


intervalul I. 

O altă problemă legată de soluţiile ecuaţiei f(x) = 0 o reprezintă 
separarea soluţiilor acesteia. 

Separarea soluţiilor ecuaţiei f(x) = 0 presupune: 

a) determinarea numărului de soluţii reale ale ecuaţiei; 

b) precizarea intervalelor în care sunt situate aceste soluţii. 

Teorema lui Rolle, consecințele acesteia şi criteriul Cauchy-Bolzano 
conduc la o metodă de separare a soluţiilor reale ale unor ecuaţii de forma 
f(x) = 0, unde f este o funcţie derivabilă, metodă numită şirul lui Rolle. 


Etapele şirului lui Rolle 


a) Se fixează intervalul I de studiu al ecuaţiei f(x) = 0 şi se defineşte 
funcţia f:1-— R, derivabilă pe I. 


b) Se calculează f' şi se determină soluţiile x,, X,, ..., X, el ale ecuaţiei 
f'(x) = 0 din intervalul I, x, < X, <... < X,- 
c) Se formează şirul a, f(x), f(x,), -~ f(x), P, unde a şi B sunt 


valorile funcției la capetele intervalului I, sau limitele funcției f la capetele 
intervalului I. 

d) Rezultatele anterioare se organizează într-un tabel cu liniile x, f'(x), 
f(x) şi o linie în care se trec semnele valorilor a, f(x,), ...,f(x,), B. 


Acest şir al semnelor valorilor funcţiei f se numeşte şirul lui Rolle. 


Concluzii desprinse din analiza şirului lui Rolle 


1°. Dacă în şirul lui Rolle apar două semne alăturate identice, atunci 
în intervalul corespunzător nu există nici o soluţie reală a ecuaţiei f(x) = 0. 
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Într-adevăr, să considerăm intervalul |; [xx Xp] pentru care 
f(x) f(x) > 0: 

e dacă în I, există două sau mai multe soluții ale ecuației, atunci se 
contrazice consecința 2 a teoremei lui Rolle; 

e dacă în I, există o singură soluție c a ecuației, cum f(x, )- f(x, )>0, 
atunci c este punct de extrem al funcţiei f, deci f'(c) = O, contradicție cu faptul 
că x, X sunt zerouri consecutive ale derivatei. 


20. Dacă în şirul lui Rolle apar două semne consecutive diferite, 
ecuaţia f(x) = 0 are o singură soluţie în intervalul corespunzător |, . 


Într-adevăr, să presupunem că f(x,)<0, f(x,..)>0. Conform conse- 
cinței 2 a teoremei lui Rolle, ecuaţia f(x) = 0 are cel mult o soluţie în I,, iar 
conform criteriului Cauchy-Bolzano rezultă că există cel puţin o soluţie a 
ecuaţiei în I,. Aşadar, se obţine unicitatea soluţiei pe I. 

3°. Dacă în şirul lui Rolle apare „zero“, de exemplu f(x, )=0, atunci se 
consideră că x, este rădăcină multiplă a ecuației. 


4°. Numărul schimbărilor de semn şi al zerourilor din şirul lui Rolle 
determină numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei f(x) = 0. 


Probleme rezolvate 
[x] 1. Să se separe soluţiile reale ale ecuaţiei 3x4 — 8x3 — 6x2 + 24x —1=0. 
Solutie 

Considerăm funcția f:R— R, f(x) = 3x4 — 8x3 — 6x2? + 24x — 1 
derivabilă pe R. 

Derivata este funcţia f'(x) = 12x8 — 24x? — 12x + 24 = 12(x — 2)(x? — 1) şi 
are soluțiile: x, =-1, x, =1, x, =2. 

Avem a = lim f(x) = too, f(1) = 12, f2) = 7, f(—1) = —20, B = lim f(x) = oo. 


Alcătuim tabelul: 


X —0 —1 1 2 +0 
f'(x) 0 0 0 
f(x) +0 —20 12 q +0 
Şirul lui Rolle | + — + + + 


Se observă că în şirul lui Rolle sunt doar două schimbări de semn. 
Ecuația dată are două soluţii reale x, e (~, —1) şi x, e (-1, 1). 


2 
k] 2. Să se discute numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei In (x2 + 1) — 2 


2 
-m=0, mek. 
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Solutie 
2 


Considerăm funcţia f : R — R, f(x) = In(x2+ 1) e -m derivabilă pe R. 


x(l1-x°) 


Derivata funcției f este f'(x) = —; cu soluțiile x, =-—1, x,=0, x,=1. 
x 


Avem a = limf(&)=-%, f1) = f1) = n2- > te Ora 
B =lim f(x) = —oo. 
Se observă că valorile funcției calculate în soluțiile derivatei depind de m. 


Alcătuim tabelul de semn pentru aceste valori: 


m —0 (0) ln 2 — 0,5 +0 


-m+n 2-2 E aan i 


—m +++ 0 


Tabelul asociat studiului cu ajutorul şirului lui Rolle are structura: 


E ne — = 0 1 +2] Separarea 
m i cp: Eika SOS -m -m +ln2-0,5  —]| soluțiilor 
m e (~, 0) — + + + _ [x e œ, -1); 


x2 e (1, œ) 
xı € (—%, —1); 
m=0 — + 0 + — |x2=0, dublă 
x3 e (1,0) 
xı € (—%, —1); 


m e (0, In 2-— x2 e (—1, 0) 
- 0,5) f i - i T [xs e (0,1); 
x4 e (1, œ) 
=]n 2-0,5 — 0 — 0 a >=, 21, 

cae El duble 

m e (In2—0,5,%)| — — — = = xeð 
EXERCIŢII $I PROBLEME 
=  EXERSARE 
El. Să se separe rădăcinile reale ale h) x. e2x-15%+ 3 = 0; 


ecuațiilor: 

a) x3- 3x - 7 = 0; 

b) 4x8- 15x? + 12 x - 3 = 0; 

c) xt- 4x? - 5 = 0; 

d) 2x — 21x? + 72x - 65 = 0; 

e) 6x5 + 15x4- 40x3 — 30x? + 90x =- 1; 


E b) x? + 3x? = - m; 
f) 3x2- 7x + aea +1 =0; c) ln(x? + 1) -m= 0; 


8) In + 2)- 2420; d) x2- 2ln x = m. 


i) sinx — 3sinx -1 = 0, x e [0, 27]. 
E2. Să se discute rădăcinile reale ale 


ecuațiilor: 
a) x? — 3x + m =0; 
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APROFUNDARE 


A1. Să se arate că ecuaţia: A3. Să se discute după meR soluţiile 
+ 1)a+ 2) +3)+(a+r2(ar3)atr4)+ reale ale ecuaţiilor: 
+ (ar Da + 3) + 4) +(x +1) + 2)(x + a) e* - mx? = 0; b) e* - mx = 0; 
+4)=0 
are toate soluțiile reale. 


2 
c) e* -5*+m=0; d) sinx +x-m = 0; 
e) sin x - cos? x = m; f) In x- mx = 0. 


A2. Să se discute după valorile parame- || A4. Fie f: [0,1] >R, 
trului m soluțiile reale ale ecuațiilor: 
a) xt — 8x? + 22x? — 24x - m + 2 =0; 
b) 3x4 + 20x? - 36x? + 2m = 0; 
c) 2x? — 15x? + 36x — 6 + m = 0; v: Zo 
d) x4- 8x? + 16x2- 9 + m = 0; Să se arate că f satisface condițiile 
teoremei lui Rolle şi există un şir 
(ca) pentru care f'(c,)=0 şi lime, =0. 
n—o 


xsin”, x e (0, 1] 
x A 


f(x) = 


e) x? +mx2-x+5=0. 


7.5. TEOREMA LUI LAGRANGE 


In continuare, vom folosi teorema lui Rolle pentru demonstrarea unui 
rezultat important în analiza matematică, cunoscut sub denumirea de 
teorema creşterilor finite sau teorema lui Lagrange. 


m TEOREMA 10 (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813) 
Fie f: [a,b] > R, a <b. Dacă: 
a) funcția f este continuă pe intervalul închis [a, b], 


b) funcția f este derivabilă pe intervalul deschis (a, b), 
f(b)-f(a) 
b-a 


= f(c). (1) 


atunci există cel puțin un punct c e (a, b) astfel încât 


Demonstratie 
Relaţia din concluzia teoremei se poate scrie şi sub forma: 
f'(c) — k = 0, unde k = SO 
b-a 
Se observă că f'(x) — k se obține prin 
derivarea funcției g : [a, b] > R, g(x) = f(x) — kx. 
Funcția g este derivabilă pe (a, b), continuă 


| bf(a)-af(b NI Joseph-Louis LAGRANGE 
clinci sene 000 50 200). ea ata ds (1736-1813) 
b-a matematician şi astronom 
plineşte condițiile teoremei lui Rolle. francez 


A pus bazele mecanicii 
analitice şi ale calculului 
variațiilor. À 


Atunci există c e (a, b) astfel încât g'(c) = 0. 
Din această relație rezultă f'(c) = k şi teorema 
este demonstrată. W 
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Formula (1) se numeşte formula lui Lagrange sau formula creşte- 
rilor finite sau formula mediei pentru funcţii derivabile. 


Interpretarea geometrică a teoremei lui Lagrange 

e Dacă graficul funcţiei f admite tangentă în fiecare punct, eventual 
cu excepţia capetelor intervalului [a, b], atunci există un punct pe grafic în 
care tangenta este paralelă cu coarda care uneşte extremităţile acestuia, 
(figura 11). 

Într-adevăr, dacă A(a, f(a)), B(b, f(b)) sunt extre- Figura 11 
mităţile graficului, atunci panta segmentului [AB] B 
o Eb) -f@) 

b-a 
f(c)) este f '(c). Formula lui Lagrange arată tocmai 
egalitatea celor două pante. 


Probleme rezolvate 


E 1. Fief: [-1, 3] > P, f&) = | 


est „iar panta tangentei în punctul C(c, f(c) 


4X+3,xe [-1, 1) 
2x° +5, xefļi, 3] i 

Să se verifice aplicabilitatea teoremei lui Lagrange şi să se determine 
un punct în care tangenta la grafic este paralelă cu coarda care uneşte 
punctele de pe grafic de abscise —1 şi 3. 
Solutie 

Funcția f este continuă şi derivabilă pe 1, 1)o (1, 3]. 

Deoarece f(1-0)=7=f(1+0) şi f! (1)=4=f;, (1) rezultă că f este con- 
tinuă şi derivabilă în x =1. 

Aşadar, se poate aplica teorema lui Lagrange şi există c e (—1, 3) 
-CDe 

3+1 i 

4, xeļ-1,1) 
4x, x e [1, 3] 
Folosind interpretarea geometrică a teoremei lui Lagrange, rezultă că 


a 19) ; iati A 
tangenta în punctul c(Ș, =) îndeplineşte condiţia cerută. 


astfel încât f'(c) = 


Deoarece f'(x) -| , din egalitatea f'(c) = 6 se obţine c = 1,5. 


k] 2. Să se determine a, b e IR, astfel încât funcției f : [-1, 1] —> R, 
ax +e™, xe[-1, 0) 
fa) =, 
x“ +3-b, xe[0, 1] 
să se aplice aceasta. 


să i se poată aplica teorema lui Lagrange şi apoi 
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Solutie 

Funcţia f este continuă şi derivabilă pe mulţimea |-1, 0) u (0, 1], având 
în vedere operaţiile cu funcţii derivabile. Impunem condiţiile de continuitate 
şi derivabilitate în x = 0. Funcţia f este continuă în x = 0 dacă şi numai dacă 
f(0 — 0) = f(0) = f(0 + 0). Rezultă b = 2. Funcţia f este derivabilă în x = 0 dacă 
şi numai dacă f'.(0)=f',(0) e R. 


ax+e% -1 e -1 


Dar f' (0) = lim ———— =a + lim -2=a+2. 
xo ii io ZX 
x’+1-1 


f' (0) = lim —— =0. Din f' (0) = f'.(0)= 0, se obține a = —2. 
x> X 
x>0 


Aplicând teorema lui Lagrange rezultă că există c e (—1, 1) astfel încât 


f£(1)-£f(-1) 1 
f'(e) = = i 
6) 2 2e?’ 
-2 + 2e™, el 0 2 _ 
Deoarece f'(x) = j; rezultă: c = l ln 2 z i e (1,0). 
2x, x e [0, 1] 2 4e 


kK  3.FieO0<a<bşif:[a,b]— R, f()=Inx. 
Să se aplice teorema lui Lagrange funcţiei f şi să se arate că: 
b-a b b-a 
<ln—< ; 
a a 


Solutie 
Funcția f este continuă şi derivabilă pe [a, b]. Aplicând teorema lui 
Lagrange rezultă că există c € (a, b) astfel încât: 
lnb-1 1 lnb-l b- 
f'(c) = POTA say os oa de unde c= — 2, 
b-a c b-a lnb-lna 


3 b-a ; ; y 
Deoarece a < c < b, se obținea < ————— <b şi relația cerută este 
nb-lna 
imediată. 


* 


1 <In[1+1]<2,v n e N. 
1 n n 


Dacă a =n și b = n +1, se obține 


k 4. Să se calculeze limita șirului: a, =n- [e us me | nao 1. 


n+1 n 

Solutie E 

Considerăm funcţia f : [1, œ) > R, f(x) =—- . Se observă că: 
X 


a, = n[f(n +1) — f(n)]. 
Deoarece f verifică condițiile teoremei lui Lagrange pe I = [n, n+1], 
rezultă că există c(n) e (n, n +1), astfel încât: f(n +1) — f(n) = f '(c(n)). 
l-lnce(n) n 1-lnc(n) 


(emn) e) c) 


Rezultă că a, =n- f'(c(n) =n 
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Din n <c(n) <n +1 rezultă că lim a =1, şi astfel: 


n—oo e(n 
A . 1-—lme(n 
lim a, = ii = =0. 
n—oo no c(n) 
EXERCIŢII $I PROBLEME 
= EXERSARE 
E1. Să se aplice teorema lui Lagrange Jarh E [-4 -1) 
funcțiilor: j@)= i i 
a) f : [-2, 2] > R, f(x) = 2x? + 4x +1; z+9 xe(-3] ` 
b) f: F1, 1] > R, f&) = 
1+x E3. Să se determine a,beR, astfel 


E2. 


Al. 


c) f: F2, 2] > R, f(x) =V9-x?; 
d) f: [1, e] > R, f(x)=x+l1n x. 
Să se studieze dacă se poate aplica 
teorema lui Lagrange funcțiilor, 
iar în caz afirmativ să se aplice: 
a) f: H1, 2] > R, 
3_a_2 2, -1, 

ial" 3x“ +2, x € [-1, 0), 

x? -x +2, x e[0, 2] 
b) g 2, 0] > R, 


E4. Fie funcţia f:|-1,]>R f(x)=x-4x. 
2 9 
x“ +2x+6, x e [-2, —1] , 5 ROPT A 
g(3) = A ; Să se arate că există un punct în 
x“ -3x +2, x e (—1, 0] care tangenta la graficul funcției 
c) h: [-4, 4] > R, h(x) =x: |x]; este paralelă cu coarda care uneşte 
d) j: E4, 3] > R, punctele A(-1, 3) şi B(2, — 30). 
APROFUNDARE === 
Să se determine a,beR pentru || A2. Se poate aplica teorema lui La- 
care se poate aplica teorema lui grange funcției f : [-4, 4] > R, 
Lagrange funcțiilor: f(x) s max(z? -2x4+3, 3x- 3)? 
f:|0, 4 3 sii 
a) [o >k Dar funcției g =f [a 1] ? 
f(x) In? (x +1), xe[0,e-1) 
x) = ; A3. dă fi ia f: ; 
Gaper irelis ta] 3. Se dă funcția f: R ->R 


b) g:|-1 zle, 
ae“ + xe [-1 0) 


s(5)= (a -2) sinx+ bcosx, x e [o z| 
2 
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încât să se poată aplica teorema 
lui Lagrange funcțiilor: 
a) f: [0, 3] > R, 
2 
x)= x“ +5x+2a+1l, x€ [0, 1), 
(a+3)x+b+1, x € [1, 3] 
b) g :[-2, 0] > R, 


3x+3 
ax+e'"",xe[-2, —1) 
g&)=; , . 
x“ + 2ax +b, x e [-1, 0] 


w a 
N2x+1,x >0 
mine un punct A pe graficul 
funcţiei în care tangenta este 
paralelă cu coarda care uneşte 
punctele de pe grafic de abscise 
xı =—2 şi x, =4. 


. Să se deter- 
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A4. 


A5. 


A6. 


Aplicând teorema lui Lagrange func- 

ției f(x) = In x pe intervalul [n , n + 1], 

să se demonstreze că: 

a) şirul (a,), a, a 
2 3 n 

este divergent; 


1 1 1 
b) şirul (b„), b, =1+2+2 +.. +> -1 
) şirul (b,) a + Inn 


este convergent şi limb, e(0, 1). 
n-—%0 
Să se demonstreze inegalităţile: 


a) n -(b-a)-a»l<b--a"<n-(b-a): 
bl, 0 < a < b; 


b) ap < tga -tgb < ale „0<a<b <; 
cos“ b cos“ a 2 
cosa 
b-a)-tga<l <(b-a)- tgb, 
c) (b-a)-tga TEn (b-a)-tg 


T 
0<a<b<—; 
d) |sin x- siny| < |x-y|,x,yeR; 


5n T 
x> x+], R; f tg — > 1+—. 
e) e*>x xek; f) EET T 


Fie funcția f:(-1, +0) > R, 

f(t) = In(1 + t). 

a) Să se aplice teorema lui Lagrange 
pe intervalul [0, x], x>0. 


b) Să se demonstreze că: 
x< (x + 1)ln(1 + x) < x(x+ 1). 


A7. 


A10. 


All. 


Fie funcția f:[3, 6] >R f(t) =t,xeR. 
a) Să se aplice teorema lui Lagrange 
pe intervalele [3, 4] şi [5, 6]. 


b) Să se rezolve ecuația 3 +6 =4* +5". 


. Să se rezolve ecuaţiile: 


a) 3* + 5* = 2x + 65; 
b) 9x + 6*x=14*+1. 


„ Să se compare numerele: 


3/4 +10; 
Y4 +910. 


a)3ł9 +35 şi 
b) Y9 +35 şi 


Să se calculeze limitele de şiruri: 


1 1 
a) lim G — e} 


n> 


1 1 
b) limn’ G — e) 


n> 


Fie f : [0, 1] > R o funcție de două 
ori derivabilă şi numerele f(0), f a} 
f(1) în progresie aritmetică. Să se 


arate că există c e (0, 1), astfel încât 
f"(c)=0. 


7.6. CONSECINȚE ALE TEOREMEI LUI LAGRANGE 


Din teorema lui Lagrange se obţin câteva rezultate foarte importante 
în analiza matematică. Astfel, următorul rezultat permite să decidem dacă 
o funcție are derivată într-un punct. 


m CONSECINŢA 1 (derivata unei funcţii într-un punct) 


Fief: I> R, Ic Run interval şi x el. 


Dacă: 


XxX>X0 


a) f este continuă în x,; b) feste derivabilă pe IN {x,}, 


c) există limf '(x)=/eR, 


atunci funcția f are derivată în x, şi f'(x,)=4. 


Demonstratie 
Aplicăm teorema lui Lagrange funcției f pe intervalul [x, x, ] CI, x<x. 
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Rezultă că există c(x)e (x, x.) astfel încât: 


E E remi) 
x—X0 X-X 


x<X9 0 


f(x)-f(x,)_ p, 
Sa f'(c(x)). 


0 


= lim f'(c(x))=/, deoarece 


din x < c(x) <x, se obţine lime(x)=x,. În mod analog, f'(x) există şi este 


egală cu 4. 
Aşadar, funcţia f are derivată în x, şi f'(x,)= eR. Dacă /eR, 
atunci f este şi derivabilă în x,. 


Problemă rezolvată 


2 
< 
[3] Să se studieze derivabilitatea funcţiei f:R— R, f(x) -f á XS 


x+Inx, x>l 


folosind consecința teoremei lui Lagrange. 
Solutie 
Funcţia f este derivabilă pe (~œ, 1) U (1, œ). 
Deoarece f(1 — 0) = 1 = f(1 + 0), funcţia f este continuă în 1. 


2x, x<l 1 
Avem f'(x) = 1 , limf'(x)=lim2x =2 şi limf'(x) imi +) =2:; 
SS 1 Zal xl xl xl x 


bă 


x 
Din consecința 1 rezultă că funcţia f are derivată în x = 1 şi f'(1) = 2, 
deci f este derivabilă şi în x = 1. 


© OBSERVAȚII 
1. Aplicarea consecinţei 1 fără verificarea tuturor ipotezelor poate duce 
la concluzii greşite. 


<1 IST 


t7 Exemplu 
1,x<0 
e Funcţia f:R— R, f(x)= Tye este derivabilă pe R\N {0} şi pentru 
x+2,x>0 


oricare x € R\ {0}, f'(x)= 1, iar lim f'(x)=1. 


Concluzia că f'(0) = 1 este falsă. 
În acest caz nu se poate aplica consecința 1 deoarece f nu este continuă în x = 0. 
Problema derivatei în punctul x = 0 se face pornind de la definiție şi se obține: 


f(x)-f $ 
ioin a) a sa e ES 


ac x oo X 
f(x)-f s 
nae 0 O a EDS 
q z X 320 x 


Funcţia f nu are derivată în x = 0. 
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2. Consecința 1 a teoremei lui Lagrange dă o condiţie suficientă pentru 
existenţa derivatei unei funcţii într-un punct (f să fie continuă în punct şi să 
existe limita derivatei în punct). Condiţia nu este însă şi necesară. 


IF Exemplu 
1 
2.cos—,xz0 
X 


* Fie f:R>R, fx) =” ` 
0, x =0 


. Funcţia f este derivabilă în x = 0, 


f(x)-£(0) 


deoarece: lim 
x>0 X 


. 1 7 F laI Eul 
= limx-cos— =0. Dar limf'(x)= lim(2xcos+ + sin) nu există. 
x—0 x x—0 x—0 x X 
3. Din demonstraţia consecinței se obține: dacă f este continuă la stânga în 
X, şi există lim f'(x) = /, atunci există f'(x) şi f'.(x9)2 4 In mod similar 


se obține f',(x0). 


[i CONSECINŢA 2 (Caracterizarea funcțiilor constante) 


Fie f : [a, b] —> R o funcţie derivabilă pe [a, b]. Atunci f este constantă dacă 
şi numai dacă f' = 0 


Demonstraţie 

Dacă f este constantă pe [a, b], atunci se ştie că f'=0. 

Reciproc, fie f'(x) = 0, V x e [a, b]. Aplicăm teorema lui Lagrange pe 
intervalul [a, x], x e (a, b]. Rezultă că există c e (a, x) astfel încât f(x) — f(a) = 
=(x — a) - f'(c) = 0, de unde se obţine f(x) = f(a), V x e[a, b]. 

Aşadar f este constantă pe intervalul [a, b]. 


E CONSECINŢA 3 
Fie f, g : I —> R , funcţii derivabile pe intervalul I, astfel încât f'(x) = g'(x), 
vxel. 


Atunci există ce R, astfel încât f — g = c. (Funcțiile f şi g diferă printr-o 
constantă.) 


Demonstratie 

Fie h : I >R, h(x) = f(x) — g(x). Funcţia h este derivabilă pe şi h'(x) = 
= f'(x) — g'(x) = 0, Y x e I. Din consecinţa 2 se obține că ha) =c, YVxe l, 
deci f(x) —g(x) =c,vxel. 


EXERCIŢII $I PROBLEME 


= EXERSARE 

E1. Să se studieze derivabilitatea funcții- x?-x+15, x<0 
lor f: R — R în punctele specificate, a) f(x) = : 
folosind consecința teoremei lui La- x(x“ —- 4) + 3(x +5), x > 0 
grange: Xo = 0; 
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b) fœ) = x: arccos[ =), Xp = +l; 
1+x 


c) f(x) =} x° x-1), Xo € {0, 1}; 
yx? -3x+2, x<1 


d) f(x) = > XF l; 
—Nx2+3x—4,x>1 


e) f(x) =|x-1|In(x? -2x +2), x =1. 


E2. Să se determine parametrii reali, 
astfel încât funcția f să fie derivabilă: 
a) f: R> R, 


RE AB A ati ai ii 
e“ —5x+p, x20 
b) f: R>R, 
2 
f&a) = x“ +ax+b, ; 
sinx+3cosx, x<0 


x>0, 


1+1n?x, x e[l, e) 
fa) = x 
(a -3)x + b?, x e [e, e°] 


E3. Să se arate că următoarele funcții 
sunt funcții constante: 
a) f : F1, 1] > R,f(x) = arcsin x + 
+ arccos x; 
b) g: R —> R, g(x) = arctg x + arcctg x. 
E4. Se dau funcțiile f,g: [-1, 1] >R, 
f(x) = arccosx, g(x) = arcoos(—x). Să se 
arate că f şi g diferă printr-o constantă 
şi să se găsească aceasta. 


E5. Se dau funcţiile f,g: (0, +00) >R, 


f(x) = arctex, g(x) = arctg[- 2). Să se 
X 


arate că f- g este funcție constantă. 


APROFUNDARE 


c) f: [1, e°] >R, 
A1. Să se demonstreze că funcția 
1-x 
f:(-1,1)>R, f(x)=arc + 
(—1) (x)=arcte | — 


1+ P = 
+ arctg i X este funcție constantă. 
-X 


A2. Fief, g: R“ >R, 
1 1, 

Ca intial I 

x>0 

ln(-x)+2,x<0 

sw =] (=) . 

lnx+1, x>0 


lnx+2, 


Să se arate că f şi g au aceeaşi 
derivată, şi totuşi ele nu diferă 
printr-o constantă. 


A3. Să se demonstreze că au loc egali- 


tăţile: 
1-x2 
a) arccos z = 2arctgx , x e [0, +0); 
1+x 
b) 2arctg x + aresin- 2 -— m xel, 9 A 
1+X |m xe -]] 


A4. Să se determine intervalele pe care 
diferența f - g este funcție cons- 
tantă, dacă: 


a) f, g : F1, 1] > R, 
f(x) = arcsin (8x — 4x3), 
g(x) = 3arcsin x; 


b) f, g: F1, 1] => R, 
f(x) = arcsin (2x V1- x° ) şi 


g(x) = 2arcsin x. 


A5. Să se determine funcțiile f, g: R > R 
derivabile, care verifică relațiile: 
a) f'(x) = f(x), x e R. 
b) g'(x)+2g(x) =], x e R. 


A6. Fie f, g: [a,b] > R, funcții continue 
pe [a, b] şi derivabile pe (a, b). Să 
se arate că dacă g'(x) + 0, V x e[a,b], 
atunci există un punct c e (a,b) 
astfel încât: 
f(b)- f(a) _ f'(c) 
g(b)- g(a) g'(c) 
(Teorema lui A. Cauchy) 
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= DEZVOLTARE 

D1. Fief:I— R o funcţie derivabilă pe nu există nici o funcție F:I-R 
intervalul I. Să se arate că funcţia derivabilă astfel încât F'(x) = f(x), 
derivată f' a funcţiei f are proprie- Vxel. 
tatea lui Darboux. 
(Teorema lui Darboux) D4. Fie funcţia 

D2. Fie f:I— R o funcţie derivabilă pe x? sine, xz0 
intervalul I. Să se arate că dacă f: R>R, f) = i i 
funcţia f'+0 pe I, atunci f' are 0, x=0 
semn constant pe I. Să se arate că f este derivabilă pe 


R, derivata f' este discontinuă şi 
D3. Fie f:I— R. Să se arate că dacă f nu j 


are proprietatea lui Darboux, atunci are proprietatea lui Darboux. 


È. François 
L'HOSPITAL 
(G) REGULILE LUI L'HOSPITAL Eee 
a P 3 matematician 

In operaţiile cu limite de funcţii s-a observat | ASR francez 


că deseori se ajunge la nedeterminări de forma Contribuţii în cadrul 


0 oo analizei matematice în 
0 00. 1%, 00 a 

9 RI, 100, œ — %, U, L , %0. calculul limitelor de 

funcţii. 


2 


În aceste situații este necesar un studiu direct 
pentru a stabili dacă limita există sau nu există. Metodele care au fost 
folosite în astfel de situații nu au avut un caracter unitar, iar de multe ori, 
găsirea limitelor presupunea o experiență deosebită sau chiar inventivitate 
în organizarea calculului. În acest paragraf va fi prezentată o metodă mai 
simplă şi unitară care, cu ajutorul derivatelor, permite rezolvarea cazurilor 
de nedeterminare A şi Z într-un număr destul de mare de situații. 

00 
Celelalte cazuri de nedeterminare se pot reduce cu uşurinţă la cele două 
cazuri menţionate anterior. 

Metoda poartă numele de regula lui l'Hospital după numele matemati- 
cianului francez Francois l'Hospital (1661-1704) care a publicat-o în anul 1696. 


m TEOREMA 11 (Regula lui l'Hospital pentru cazul 2) 


Fie funcțiile f, g : I —> R, I interval şi x, un punct de acumulare al acestuia. 
Dacă: a) lim f(x) = lim g(x) = 0; b) f şi g sunt derivabile pe D {x9}; 

E a Das tra E) 

c) g'(x) + 0 pentru Y x e IN (x, 3; d) există lim (3) 

X—X0 g X 


CE ace) 


eR, 


; so f ERT. E 
atunci funcția — are limită în x, şi lim Fest 
g a g(X) x g'(x) 
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Problemă rezolvată 


e™ -1 
[k Să se calculeze lim 
x>0 tgx 


Solutie 
: T T 
Fie f(x) = e* —1, g(x)= exx e[-z, z) şi x, = 0. 


Avem lim f(x)=0, lim g(x) = 0, deci limita dată este în cazul 2 . 


Funcţiile f şi g sunt derivabile pe intervalul I -(-3, z) şi 


g'a) = = z0,vxel. 
x 
. f'(x) 3 2 mS a i 
Deoarece lim 'G) = lim 2.e* -cos x =2, aplicând regula lui l'Hospital 
x> g xX x> 
rezultă că lim TG) =2; 
x>0 g x 


m TEOREMA 12 (Regula lui l'Hospital pentru cazul £) 
OO 


Fie funcţiile f, g : I —> R, I c B interval şi x, un punct de acumulare 
al acestuia. 
Dacă: a) lim |f)| = lim |g) | =+o; 

b) f şi g sunt derivabile pe IN {x,}; 

c) g'(x) + 0, pentru x e IN(!x); 


d) lim E) există în Ñ, 
X>X0 2 "(x ) 


atunci funcţia na limită în x, şi lim == K -lim 00). 
g “a ae 


Protlemă rezolsală 
[2] Să se calculeze lim hix 
X=>% X 


Solutie 
Fie f(x) = ln x, g(x) = x, xe(0, œ). Avem limlnx=+%, limx=+0. 


Funcţiile f şi g sunt derivabile pe (0, œ), iar g'(x) = 1 # 0, V x e (0, œ). 


(nz) =]im La 0, cu regula l'Hospital se obţine lim ——— HE) =0. 
x' 320 X x>% g(x) 


Deoarece lim 
X> 
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© OBSERVAȚII 
1. Dacă funcţiile f şi g au derivate de ordin superior şi funcţiile derivate ale 
acestora satisfac condiţiile teoremei lui l'Hospital, atunci se poate aplica 
R . f i f "n E > X 5 
repetat regula lui l'Hospital pentru —,— până la îndepărtarea 


1? 


nedeterminării. 


IF Exemplu 
2x 
+ Să se calculeze lim £ z 


X> X 


Solutie 
Funcţiile f(x) = e™ şi g(x) = x” sunt derivabile de orice ordin n € N“. 
Cu regula lui l'Hospital se obține succesiv: 
2x 2x 2x 
i . . . 4e 
lim = lim = lim = +0. 


x>% x x—oo 2x x> 


2. Regula lui l'Hospital poate fi folosită şi pentru calculul unor limite de şiruri. 


t7 Exemplu 
e Să se calculeze lim Le 
Solutie i 
Considerăm funcțiile f(x) = ln? x, g(x) = x, x e (0, œ). Atunci lim m See 
=lim 210% — lim 2=0. 
x x x>0 x 


Din definiția cu şiruri a limitei unei funcții, pentru x, =n,rezultă că 


Alte cazuri de nedeterminare 
Fie f, g: I — R, I c R, interval şi x, punct de acumulare al acestuia. 
Cazurile de nedeterminare 0 - œ, œ — œ, 00, oc0, 1” pot fi aduse la unul din 


„0 00 
cazurile — sau —. 
(9) 00 


Cazul 0 . œ 


Fie limf(x)=0 şi limg(x)= to. Putem scrie f - g = f (5). dacă g(x) z 0 
x—X0 X—xX9 g 


sau f:g=g (3), dacă f(x) + 0, x e IN!x,!şi se obține cazul N sau cazul Č., 
[0.0] 
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Problemă rezolvată 


[2] Să se calculeze lim x.-e*. 
X> 


Solutie 
i , e dd ap tde t 1 
Avem succesiv: limx-e*= lim = lim — = 0. 
x> x>- e * x —e* 


Cazul œ- œ 
Dacă lim (f(x)-g(x)) este în cazul œ — o, folosind scrierea: 


f(x) — g(x) = | l ) | l ) , se obține cazul de nedeterminare N ; 


1 
ga) fa) a) ga) 
Problemă rezolvată 
[x] Să se calculeze lim (tex — 1) : 
x—0 x 


Solutie 


Avem cazul o — œ. Acesta se transformă în cazul 2 astfel: 


i cosx 1 . XCcosX-—sinx ; -xsinx 
lim — = = lm = im = 
x>0 


sinx xX x—0 x -sinx x>0 SIN X + XCOSX 


. —SInX—XCOsX 
= lim —— = 0 
x>0 2cosxX —xXsInx 


Cazurile 09; o0%; 1* 
In aceste cazuri folosim relaţia ff =e 

de nedeterminare anterioare. 

Problemă reyolsală E 


i]  Săsecalculeze:a) lim x*; b) lim (1-x) 


shi! şi se obţine unul dintre cazurile 


x>0 x>0 
Solutie 
= . . E : lim x-ln x 
a) Avem cazul 00. Rezultă succesiv: lim x* = lim (e i: =) = e 
x—0 x—0 


x>0 x>0 


Pentru limxlnx suntem în cazul 0. œ. 
x>0 


Se obține: lim (x: ln x) lim IX = lim(-x) =0. 
x>0 


x>0 1 x—0 
x>0 x |. 2 x>0 
X 


Aşadar lim x* = g=]. 


x >0 
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1 In (1-x) 
oo = = sin x sin x : : In 1 -X 
b) Avem cazul 1”. Rezultă că (1-x) =e „iar lim S ) 
x>0  sInxX 
1 
A -1 ; sin x 1 
= lim = —1. Aşadar lim (1 — x) =el= —, 
x>0 (1 —x)- cosx gal e 
EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
EXERSARE 
E1. Să se se oa următoarele limite: || E3. Să se calculeze limitele de funcţii: 
6_ xë 
Jim -plim 2; a) lim (sin x -In x); b) lim (x? - 4)ctg 7%; 
xl x? x32 xí 16 x—0 x>2 2 


x? 4x? +2x+7 
c) lim ——— 5; 7; 
x>-1 xf +x? -2x-2 


p aea 2 
laim yV4+4x+x zos 
-1 x>-7 x? —49 
Slbx—7-2 
A ; li 
o 
h) lim vVX+6-\x+24 -3x +24 
x>3 s 2 


cos 2x -cos4x, 


d) lim Ž 
x>l x™ 


x -l1 


j) lim 
i) x=—0 x-tg3x 
x 
: 2sin—-l 
1+sin2x-1 
k) lim XI 1) lim 2 
x>0  cosăx-—l x7 1- 2cosx 
3 
9-1 taij gsinx — ež 
m) lim— ; n) lim : 
x>l x“ +3x-4 x>0 x“+x 
1 
1+x) — 
o) limt) e. 
x>0 


E2. Să se calculeze următoarele limite: 
3x?’ -x+lnx 


a) lim ————— 3: 
x> 5lnx+x-4x’ 

b) lim—*—; œ) l maet, 
X> 0 


o e -x) 
2 x 
d) lim ln(x" +e*), 


x>% In (x4 +e) 


, tgyx?’+1-tgvx+1 
e) lim 3 : 
I tg (x-1) 


ln (sin 2x) 


lim 3 MI. 
DL x 8) <50 In (sin 4x) 
x> 0 


Yx + a-2, 


x> 0 
c) lim (x? -x -2tg 7%; 
xo-l 2 


d) lim xctg x; e)limsin x-ln(sin x); 
x>0 x>0 


x>0 
1 1 
f) lim e *.Inx; g) Jim (x+1). e*+l; 
piu a 


E4. Să se calculeze limitele de funcții: 


a) tim(ž- E. ); 
x>0\x sinx 


b) lim|x+1-In(x?+1)]; 


x> 0 
c) lim : salii ; 
xolle* -1 x-l 


d) la. aa(1+)) ; 
x> o0 x 


E5. Să se calculeze limitele de funcţii: 
a) lim(x-1)*1;b) lim(351 -3)®™ *; 
xol x>0 


x>1 


1 
In x 
c) lim z -arctg x) ; 


x> 


d) lim(1-2sinx)"(6*); 


T 
x>% 
6 


x-2 
. . NX A x 
e) lim (sin) ;£) lim(In(1+x)) , 


x<2 x>0 
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E6. Să se calculeze limitele de funcţii: 


1 
a) lim (x2 + 2x + 12%; 
Xx—>%o 


b) lim (x2 —3x+2)2%+1; 
X> 


x-1 1 
c) lim (5) ; d) lim(nx)*; 
x>l 2 x—% 


x<l 


2 2x+3 
A x“+3x+1 
c) lim| ——— ~~ ; 
xl x“ —x+4 
d) lim (cosx)“E *; 


e) ci >; 
cosx 
ca cos2x 


2) lim l+sinx sinx 
x>0 1+sin2x 


xl 
ga h) lim lnx f 
1 x>o| In (x +1) 
x2 + sin x \* A , f 
g) lim 7 E8. Să se calculeze lima,, dacă: 
x>o| X+SINX n—o 
E7. Să se calculeze limitele de funcţii: a) a, = "cos E ; 
j E i 2n+1 
x —1 =F 2 
li ; lim (4 - x)*-8; S 
a) eeg ue = b) lim ( x) b) a, = (5-arcta n?) E 
APROFUNDARE 
A1. Să se calculeze limitele de funcţii: 1-2x? -cosx 
aaa d) lim ; 
. X -SIN X x0 xi 
a) lim—————; 
x>0 x+? 1 1 
e) lim| —-— 
b) lim let), ) x>0 = z) 
x>0 xln(1+x) a 
2 i hai . 1-cosx-cos22x....:cos"nx 
c) lim 1- cosx -cos z ..COSNX ; f) lim , 
x—0 X x—0 X 
Testul 1 
f- 
Q1. Se dă funcţia f: R —> R, f(x)= EE Dacă s este suma pătratelor punctelor 
+x 
critice ale funcției f, atunci: 
a) s= 0; b) s= 9; c) s=3; d) s=4 
+ax+b,x<2 
Q2. Se dă funcția f:[1, 3] — R, f (x)= x +ax i căreia i se poate aplica 
x2+bx+c,x>2 


teorema lui Rolle. 
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O 3. 


O 5. 


O1. 


O 3. 


Dacă a=a+b+c şi B este punctul intermediar rezultat din teorema lui 
Rolle, atunci: 


a) a = +26; B ¢ R \ Q; b) a=+26; B= 0; c) a =-26;BeR\Q; d)a+ß=l1. 


Fie funcțiile f, g : R N(-2) f(x) = arcta i g(x) = arctg (x + 1) şi h: [-1, 1] >R, 
x 
h(x) = f(x) — g(x). Atunci: 


; d) h nu e funcție constată. 


a) h(x)=-7; b) h(x)=0; © h(x)=7 
Ecuația polinomială xí — 4x? —2x2+12x+8=0 are n soluții reale pozitive. 


Atunci: 
a) n=l]; b) n=2; c) n=3; d) n=4. 


xê — sin? x 


1 
Fie |, = lim(1 -x+ sinx) şi l, = lim D 


+ Dacă L=l1nl; +l, atunci: 
x—0 X 


a) L= Se + 5; b) L=1; c) L= 5; d) L nu există. (Învățământ tehnic, Buc., 1986) 


Testul 2 


Fie funcţia polinomială f:R — R, f(x) = 2x? - ax" + bx- c, a,b,c e R. Funcția ad- 


mite pe x=1 ca punct de maxim, şi pe x=2 ca punct de minim, iar maximul 
lui f este egal cu 6. Dacă a=2a-b-c, atunci: 


a) a=5; b) a=7; c) a = 12; d) «=9. 


Valorile lui m e R* pentru care ecuația mx? +12x° +9x-4=0 are toate soluțiile 
reale, sunt în intervalul: 


a) (< =) b) (-28, 0); c) |-2s, NO d) R. 


2 
ae* *,x<0 : 
şi a e(0, +0), 


Se dă functia beil- so x) = 
i 2 (9 (a? -2)sinx+bcosx, x > 0 


care satisface condițiile teoremei lui Lagrange. Suma absciselor punctelor 
de pe graficul funcției în care tangenta la grafic este paralelă cu coarda care 
uneşte extremitățile graficului funcției f este: 


T n—2 1 
=—; b Ø; = ; d) s=-——. 
a) s A ) se c)s i ) s 5 
1 1 A 1-x 7 $ 
Fie f,g |->. f(x) = zaresinx, g(x) = -arctg i şi h=f-g. Dacă 
+x 
h tz atunci 
4 C, 
T T T 
= = b =í; =— d ==; 
a) c i ) e c) c 5 )s 3 
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x. z 2 _] 2 1 — 
O5. Fie q =lim€ SME şi 1, = lim% si E) sinea Anca, date 
x>0 sin(sinx) x=0 x 
a) L=1; b) L=e-l1; c) L=e d) L=e-—2. 


© ROLUL DERIVATEI ÎNTÂI ÎN STUDIUL FUNCȚIILOR 


9.1. DETERMINAREA INTERVALELOR DE MONOTONIE 


O aplicație utilă a derivatei unei funcții o constituie determinarea 
intervalelor de monotonie pentru o funcție dată. 


m TEOREMA 13 
Fie f : I — È o funcție derivabilă pe intervalul I. Atunci: 
a) funcția f este monoton crescătoare pe intervalul I dacă şi numai 


dacă f'(x)>0, Y xe Í; 
b) funcția f este monoton descrescătoare pe intervalul I dacă şi numai 
dacă f'(x)<0, vxel. 
Demonstraţie 
a) „=>“ Presupunem că f este monoton crescătoare pe I. Atunci pentru 
f- fu) 0 


X-X, 


oricare x, X, el, X+ x, avem 


kote erim ee 
X>X0 X aak Xo 


20, deci f'(x,)2 0, Y x, € I. 


„=“ Să presupunem că f'(x) 2 0, V x e I şi fie x,,x,e I cu x,<x,. 
Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei f pe intervalul închis [x,, x,] rezultă 
că există c e(x,,x,) astfel încât f(x,)—f(x,) = (x,-x,)f "(0). Deoarece 
c e(x,, X3), rezultă că f'(c) > 0 şi cum x,—x,> 0, se obține că f(x,)—f(x,)> 0, 
ceea ce conduce la faptul că funcţia f este monoton crescătoare pe intervalul I. 


Cealaltă afirmație a teoremei se demonstrează analog sau se consi- 
deră funcția monoton crescătoare g = — f. m 


© OBSERVAȚII ŞI PRECIZĂRI 

1. Dacă funcția f este derivabilă pe intervalul I şi f' este strict pozitivă 
(respectiv strict negativă) pe I, atunci funcția f este strict crescătoare 
(respectiv strict descrescătoare) pe I. 


2. Dacă f este strict crescătoare pe intervalul I, nu rezultă în mod necesar că 
f'(39)>0,vxel. 
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IF Exemplu 
+ Funcţia f : R-— R, f(x) = xë este strict crescătoare pe R, dar f'(x) = 5x4 se 


anulează în x = 0. 


3. Dacă f este derivabilă pe IN (x! şi funcţia f' y 


Figura 1 


este pozitivă sau negativă pe I\ {x,}, se poate 


întâmpla ca f să nu fie monotonă pe I. 
US Exemplu 


° f: F1, 1] > R, f) = hi LEO) 


-x +1, xe[0, 1] ` 


Din lectura grafică, figura 1, concluzia se impune. 


Pentru a indica monotonia funcției f pe intervalul I, cu ajutorul 
semnului derivatei se utilizează un tabel de monotonie de tipul: 


X A X x A 
fQI+ ++ +++ SU) f'(x) (2) 
fx) A f£) WN 


U REȚINEM! 


Pentru determinarea intervalelor de monotonie ale unei funcţii f : D —> R 
se procedează astfel: 

a) Se calculează derivata f! a funcţiei pe domeniul de derivabilitate D, c D. 
b) Se rezolvă ecuaţia f '(x) = 0, x e D,. 

c) Se determină semnul funcției f ' pe intervalele pe care nu se anulează. 
Pentru aceasta se descompune domeniul de definiție D în intervale dis- 
juncte, astfel încât pe nici unul dintre acestea funcția f ' nu se anulează. 
Punctele care delimitează intervalele sunt punctele critice, punctele în 
care funcția nu este derivabilă sau extremitățile intervalelor în cazul 
funcțiilor definite pe reuniuni de intervale. 

Pentru determinarea semnului pe un interval se poate folosi pro- 
prietatea funcțiilor continue de a păstra semn constant pe intervalul pe 
care nu se anulează. 

d) Se stabilesc intervalele de monotonie în funcție de semnul derivatei. 


& fii A he 


k] 1. Să se determine intervalele de monotonie pentru funcțiile: 
a) f: R — R, f (x) = 2x8 + 3x2 — 12 x— l; 
b) f : (0, +œ) > R, f(x) = x2 — 2ln x; 
c)f: RR, f=: <., 
2 + cosx 
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Solutie 
a) Calculul derivatei: f'(x) = 6x2 + 6 x — 12, x e R. 
Rezolvarea ecuaţiei f '(x) = 0: 6x? + 6x — 12 = 0 > x, = 1, x, = —2. 


lim f(x) = —%, lim f(x) = +% f(—2) = 19; f(U) = 8 
Se determină semnul derivatei pe tabelul următor: 
X —0 —2 1 +0 
fœ) |+ + + 0 —-- 0O + $. F F 
f&a) o 44 19 bN —8 ci +00 


Aşadar, pe intervalele (~œ, —2] şi [1, o), funcţia f este strict crescă- 
toare, iar pe [-2, 1], funcţia f este strict descrescătoare. 


b) Funcţia este derivabilă pe (0, +00) şi f' (x) = 2x e, x > 0. Ecuația 
X 


f'(x) = 0 are soluția x,= 1 e (0, +0). 
lim f(x)=+%, limf(x)=+%, f(1)=1. 


x>0 


Tabelul de monotonie a funcţiei f este: 

În concluzie, funcţia f este 
strict descrescătoare pe intervalul 
(0, 1] şi strict crescătoare pe inter- 
valul [1, o). 


X (0) 1 +0 
f'(3) | ——— 0+ + + 


f(3) | o N 1 Z +0 


c) Funcţia este periodică, cu perioada principală T = 2n. 

Se recomandă efectuarea studiului doar pe un interval de lungime egală 
cu perioada principală, apoi rezultatele se extind la tot domeniul de defi- 
niţie (adăugând multiplu de 2r la capetele intervalelor de monotonie). 

Efectuăm studiul pe intervalul [0, 27]. 


pi) = 208|. pi) = 0 > cos x =. Soluţiile din [0, 27] sunt 
(2 + cosx) 2 
R E as 


X: E X3 3 i 
Tabelul de monotonie: 


X (0) 2n/3 4n/3 27 
f'(x) +++++ 0 O++++++++ 


f(x) 0 yen 2 


ad y 
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În concluzie, f este strict crescătoare pe intervalele de forma [0 + 2kr, 


as 2kr] şi E + 2kr, 2n + 2kr], ke Z şi strict descrescătoare pe intervalele 


de forma [+ 2kr, az 2kr], k e Z. 


k 2. Să se determine parametrul real m, astfel încât funcţia f :R — R, 
f(x) = (x2? — 3x + m)e2% să fie monoton crescătoare pe R. 
Solutie 
Domeniul de definiție este interval şi funcția f este continuă pe IR. Este 
suficient să punem condiţia f '(x) > 0, V x e R. 
Obţinem succesiv: (2x? — 4x + 2m — 3)e% > 0, V x cR o 2x? — 4x + 2m — 


-32 0,Y xe Ro A=16—8(2m-— 3) < 0 de unde se obţinem e E 23) 


9.2. DETERMINAREA PUNCTELOR DE EXTREM 


Până la acest moment, determinarea punctelor de extrem se poate 
face pentru o clasă destul de restrânsă de funcţii numerice. 

Folosind semnul derivatei întâi vom putea determina punctele de extrem 
pentru o clasă extinsă de funcții numerice. 


IF Exemple 
—2x,x < 0 


1. Să considerăm funcția f: R >R, f&)= 4 , . 
xe*,x> 0 


Funcția f este continuă pe R şi derivabilă pe R\N {0}, deoarece f (0)= 


-2x < 0 
=0. Pentru x e Rh 10}, f'(x)= 
(2x 


x2e * 


lim 2% = 3; fi (0)= lim 
o X sD 


-x°)e*, x> 0 


Tabelul de monotonie a funcției este: 


X —00 (0) 2 +0 
FR) l- 22210 + + 0 
f(x) “Foo Sri (0) a 4e-2 D (0) 


Din tabelul de monotonie a funcției f, cu ajutorul definiției punctului de 


extrem se observă că: 

* punctul x = 0 este punct de minim al funcției. Derivata f' este negativă în 
stânga punctului x = O şi pozitivă în dreapta acestui punct. 

* punctul x = 2 este punct de maxim al funcției. Derivata f' este pozitivă în 
stânga punctului x = 2 şi negativă în dreapta acestuia. 
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Dl REŢINEM! 
Fie funcţia f : D-— R, x, punct de continuitate din interiorul lui D şi 
f': D.— R derivata funcției. 
a) Dacă pe o vecinătate a punctului x,, în stânga lui x, derivata f' este 
negativă, iar în dreapta lui x, derivata f' este pozitivă, punctul x, este 


punct de minim al funcţiei f. 
b) Dacă pe o vecinătate a punctului x, în stânga lui x, derivata f' este 


pozitivă, iar în dreapta lui x, derivata f' este negativă, punctulx, este 
punct de maxim al funcției f. 


2. Să considerăm funcţia f : [-2, 2] > R, f(x) =vV4- x°’. 


Avem: f'(x) = ae , V x e (—2, 2). Tabelul de monotonie este: 
4-x 
X —2 (0) 2 
f'a) E + + O n EF 
f(x) 0 7 2 SU o 


Din tabelul de monotonie a funcţiei f, folosind şi caracterizarea punctelor de 
extrem ale unei funcţii se observă că: 

* punctul x = 0 este punct de maxim al funcţiei; 

e punctul x = —2 este extremitatea stângă a unui interval, nu e extremitatea 
dreaptă a nici unui interval din domeniul de definiție al funcţiei f şi este punct de 
minim al funcţiei. 

În dreapta punctului x = —2 derivata f! este pozitivă. 

e punctul x = 2 este extremitatea dreaptă a unui interval; nu e extremitatea 
stângă pentru nici un interval din domeniul de definiţie al funcţiei f şi este punct de 
minim al funcţiei. 

În stânga punctului x = 2 derivata f! este negativă. 


Dl REŢINEM! 
a) Fie f : D > R, x € D un punct de continuitate al funcţiei f, x, este 


extremitatea stângă a unui interval I c D pe care f nu se anulează şi 
xnu e extremitatea dreaptă a nici unui interval inclus în D. 


e Dacă f'> 0 pe I, atunci x, este punct de minim. 

e Dacă f'< 0 pe I, atunci x, este punct de maxim. 
b) Fie f : D > R, x, € D punct de continuitate al funcției f, x, este extre- 
mitatea dreaptă a unui interval I c D pe care f ' nu se anulează şi x, nu 


e extremitatea stângă a nici unui interval inclus în D. 
e Dacă f'>0 pe I, atunci x,este punct de maxim. 


e Dacă f'< 0 pe I, atunci x, este punct de minim. 
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REZOLVAREA UNOR PROBLEME DE OPTIMZARE 


Numeroase probleme din domeniul ştiinţific (matematică, fizică, 
astronomie...) precum şi din activitatea practică (construcţii, transporturi, 
economie...) operează cu mărimi variabile pentru care este util de cunoscut 
anumite valori de maxim sau de minim (valori optime) în condiţii impuse. 

Exemplu: maximul sau minimul unei lungimi, unei arii, unui volum, 
rezultantei unor forțe etc. 

In determinarea acestor valori optime se poate folosi derivata întâi a 
unei funcţii numerice asociată fenomenului în cauză. 


Potlome rezolvate 
[] 1. Dintr-un carton dreptunghiular cu dimensiunile de 77 cm şi 32 cm 
se va confecţiona o cutie fără capac. Cât este latura pătratelor decupate de 
la colţurile cartonului astfel încât să se obţină o cutie cu volum maxim? 
Solutie 
Fie x lungimea laturii unui pătrat. 
Dimensiunile cutiei ce se poate forma sunt: 
x, 77 — 2x, 32- 2x, (figura 1). 
Funcția care modelează volumul cutiei este: 
V: (0, 16) > R, V(x) = x(77 — 2x)(32 —2x). 


Figura 1 
Avem V'(x)= 4(3x? -109x +616) şi se obține următorul tabel de variație 


al funcției V: 


x 0 7 16 În concluzie, cutia va 
Va) |+ + + TSS avea volum maxim pentru 
E a a Se, 0 ela 

max 


kK 2. O ambarcațiune cu lungimea de 56 m navighează pe o rețea rectan- 
gulară de canale cu lățimea constantă de 20 m. 
a) Poate această ambarcațiune să intre pe 
un canal lateral perpendicular pe direcția lui 
de mers? 
b) Care este lungimea maximă a unei am- 
barcațiuni pentru a putea face această manevră? 
(Se neglijează lățimea ambarcațiunii) 
Solutie Figura 2 
a) Considerând poziția vasului pe 
segmentul [AC] în figura 2 unde x=45°, se obține AC = 2AB = 2: 20/2 m, 


AC>56 m. Aşadar, ambarcațiunea poate efectua manevra. 
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b) Fie l lungimea ambarcaţiunii. Vom exprima | în funcţie de măsura 
x a unghiului făcut de ambareaţiune când se sprijină pe malurile celor două 
canale ca în figura 2. 

Din triunghiurile dreptunghice ABD şi BCE se obţine: 

man goah Va eta xefo z] 


. ? 3 
sin x CosX SINX  COSX 


Maximul lungimii ambarcaţiunii este dat de maximul funcţiei 1. Se 
obţine 1, = 402 m. 


A Temă de proiect 
Aplicaţii ale derivatelor în problemele practice de maxim şi minim. 


9.3. DEMONSTRAREA UNOR INEGALITĂŢI 


Rezultatele teoretice asupra monotoniei şi punctelor de extrem ale 
unei funcţii permit obţinerea unor inegalităţi care, cu ajutorul metodelor 
elementare ar fi greu de demonstrat. 

Să considerăm funcţia f : I —> R, I interval de numere reale. 

e Dacă m este minimul global al funcţiei pe intervalul I şi m 
atunci f(x) > 0, vxel. 

e Dacă M este maximul global al funcţiei f pe intervalul I şi M < 
atunci f(x) < 0, vxel. 


k Să se demonstreze inegalităţile: 


a) x? — 3x? — 9x — 5 < 0, vxe[-l1,3|; b) In 


M 
= 


A 
= 


Ali rit puii 
2x +1 


Solutie 
a) Definim funcţia f : [|-1, 3] > R, f(x) = x? — 3x2 — 9x — 5, derivabilă cu 
derivata f'(x) =3(x2— 2x — 3), V x e [1, 3]. 
Soluțiile ecuației f'(x) = 0 sunt x, = -—1, x, = 3. 
Tabelul de monotonie a funcţiei este: 
Se observă că funcția are maximul 
X al 3 global M = f(—1) = 0, ceea ce impune 
f'@) e See inegalitatea f(x) <0, V x e|-1, 3] şi astfel: 
f(x) Ca: aa x? — 3x? — 9x — 5 < 0, Y x e [1, 3]. 


b) Considerăm funcția f : (0, +00), f(x) =Imă ui: BRE a cărei deri- 
2x +1 
vată este f '(x) = = =,Vx>0. 
x(x +1)(2x +1) 


lim f(x)=+%0; lim f(x)=0 


x>0 
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Tabelul de monotonie a funcţiei este: 


is 0 to Din tabelul de monotonie se obține 
f'&) || că marginea inferioară a mulțimii valo- 
fa) |to ~ O rilor funcției f este m = 0, ceea ce implică: 
; x+1 2 
f(x) > 0, Y x e (0, oo) şi astfel In — — >0, Yx>0. 
X 2x +1 
EXERCIŢII $I PROBLEME 
E1. Să se stabilească intervalele de b) f(x) = 4x? — 4x? - 7x- 1; 
monotonie ale funcției f pe dome- c) f(x) = sai Aa 
niul maxim de definiţie: x? 
a) f(x) =x5-6x; b) f(x) =—x1+ 8x3% d) f(x) = 3[ 2 _ 1: 
2 }4x-1 fa) =x(l ay 
aoia, e) f(x) = xn x - 1); 
DAS zj f) f(x) = 2x + ctg x; 
fi = x2 -2x+1, 
d) f(x) = xV2x- x°; DSR e a 
e) f(x) = 2x3e-5 h) fa) = ZE, 
tains x“ +2x+1 
D fa = H, 
fx) = si = i , E3. Să se determine a eR” astfel încât 
g) f(x) = sin x + cosx; funcția f :R >R, f(x) = ax? + 3x? + 
h) f(x) = arctg (+); + (a — 2)x + 1, să aibă puncte de 
extrem. 
i) f(x) = lnx — 2 arctg x; 
j) f(x) = x + cos2x. E4. Să se demonstreze inegalitățile: 
x > . 
E2. Să se determine punctele de extrem ayete PLI ai ad 
le functiei f d iul im d b) x? -— 2ln x > 1,x>0; 
ale ancției pe domeniul maxim de c) arctgx < x, x > 0. 
definiție: 
a) f(x) = x?(2 + 2x - x?); 
APROFUNDARE 
A1. Să se studieze monotonia funcției 1 xV3 
f: D > R definite prin: h) f(x) = Ja oea 
a) f(x) = (x -1X1 -x° ; x-1 
3x i) f(x)= e”. 
b) f(x) = x ; c) f(x) = x? ln x; 
x A2. Să se determine punctele de extrem 


d) f(x) = cos x — cos3x; 


e) f(x) = oua -arctgx ; 
x" +1 
2x-1 
9 fa) = =; 
4x“ +3 
sinx 1 


f(x) = Intg| Z z); 
g) f(x) Saal 2 «(2 = 
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ale funcţiei f: D > R definite prin: 


a) f(x) = J2x(4-x);b) f(x) = 


c) f(x) = V3 cosx + sinx; 
d) f(x) = sinx + cos3x; 
e) f(x) = ln(x + 1) + arctg x; 


f) f(x) = Sax? — xt E 


» 


x-2 
x+3 
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A3. 


A4. 


A5. 


A6. 


A7. 


A8. 


A9. 


2 
g) f(x) = $ sinx + xcosx; 


h) f(x) = m ; i) fc) = (2x2 - 3x)e*; 


)) f@) = x5; k) f(x) = |3x + 2| e*. 


Să se determine m e R, astfel încât 
funcţia f: R > R , f(x) = 2x? - 5mx? + 
+ 6x + 5 să fie monoton crescătoare 
pe R. 


Să se determine me R, astfel încât 
funcția f :R > R, f(x) = (x? - m) e% să 
fie monotonă pe R. 


Fie f: R >R, f(x) = (x? + ax + a) e. 
Există valori ale parametrului întreg 


a pentru care f este strict monotonă 
pe R? 


Fie funcția f: R > R, f(x)=(m-1). 
- arctg 2x — 3x. 

Să se determine valorile lui m pentru 
care f nu este monotonă pe R. 


Câte puncte de extrem are funcția: 
x] 


f: R > R, f(x) = 27+? 


Fie f : (-1, œ) > R, f(x) = 1 + ax? - 
— ln(1 + x). Să se determine a e R, 


pentru care f are două puncte de 
extrem. 


Să se determine parametrul me R, 
astfel încât funcția f: D > R are 
puncte de extrem: 
a) f(x) = [x2- (m - 1)x + 3m - 2]e~=; 

2 
b) f(x) = [x? - (2 +m)z?’] e*. 


A10. Fie funcția f: R > R, 


x2 —3ax +4 
2 +1 


Să se determine a e R, astfel încât 


f(x) = 


1 să fie punct de extrem al 
funcției. 


x = 


ALI. 


A12. 


A13. 


A14. 


A15. 


A16. 


A17. 


A18. 


A19. 
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Fie f: R — R, f(x) = ax(x -b)(x - ©). 
Să se determine constantele a, b, c, 
astfel încât x = -1 este un punct de 
minim, x = 1 este un punct de maxim, 
iar maximul funcției este 4. 


Să se demonstreze inegalitățile: 

a) (x + 1) In(x + 1) > arctg x, x e [0, œ); 
b) sin x < x, V x 2 0; 

c) ln(x + 1) < x, V x e (-1, œ); 

d) arcsin x 2 x, V x e [0, 1]; 

e) e* > x°, V x e [0, œ); 


2 3 
X X X 
f) e Stop g aak 
2 a l 
=, 0 
Fie f : R > R, f(x) = A Sy aia A 


0,x =0 


Să se arate că f nu este monotonă 
pe nici o vecinătate a originii. 


Dintre toate dreptunghiurile cu 
acelaşi perimetru să se determine 
cel cu arie maximă. 


Dintre toate dreptunghiurile care 
au aceeaşi arie să se determine cel 
de perimetru minim. 


> > 
Două forțe Fi şi F au mărimile 


variabile cu suma de 20N, iar 
suporturile lor determină un unghi 
cu măsura de 60%. 

Să se determine mărimile celor două 
forţe pentru care rezultanta este 
minimă. 

Să se determine cilindrul care are 
volumul maxim înscris într-un con 
dat. 


Să se determine dreptunghiul de 
arie maximă înscris într-un cerc de 
rază R. 


Să se determine dreptunghiul de 
perimetru maxim înscris într-un 
cerc de rază R. 
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A20.Un triunghi dreptunghic are suma Să se determine triunghiul care 
catetelor egală cu a şi se roteşte în generează un corp de volum maxim. 
jurul unei catete. 

Să se determine valoarea maximă a || A22.Să se determine paralelipipedul 
volumului corpului generat prin dreptunghic de volum maxim cu 
rotirea triunghiului. baza un pătrat, înscris într-o 


A u s semisferă de rază r. 
A21.Un triunghi isoscel cu perimetrul SR 


constant P se roteşte în jurul bazei. 


10) ROLUL DERIVATEI A DOUA ÎN STUDIUL FUNCȚIILOR 


y Figura 1 


10.1. DETERMINAREA INTERVALELOR DE 
CONVEXITATE $I CONCAVITATE 


La clasa a X-a au fost introduse noțiunile de 
funcție convexă şi funcție concavă pe un interval. 
Reamintim aceste noțiuni. 

a) Funcţia f : I >R, I interval de numere 
reale, se numeşte funcție convexă pe intervalul I 
dacă pentru oricare x, X, € I şi oricare t e [0, 1] 


are loc inegalitatea: 

FIU — t) x, +tx,] < (1 - t) f(x) + tf(x,). 

Semnificația geometrică a funcției convexe pe intervalul I este aceea că 
pe orice interval [x,, x,]c I imaginea geometrică a graficului funcției se află 
sub coarda care uneşte punctele cu abscisele x,, x,, (figura 1). 

b) Funcţia f : I —> R, I interval de numere 
reale, se numeşte funcție concavă pe intervalul I 
dacă pentru oricare x,, X, € I şi oricare t e [0, 1] are 


y Figura 2 


loc inegalitatea: 

FIU — t)x; +tx,]2 (1 - t) f(x.) + tf). 

Din punct de vedere geometric, funcția f este 
concavă pe intervalul I dacă pe orice interval 
[x,, x,] c I imaginea geometrică a graficului func- 
ției se află deasupra coardei care uneşte punctele cu 
abscisele x,, x;, (figura 2). 


In continuare vom da un criteriu practic de a stabili dacă o funcţie (de 
două ori derivabilă) este convexă sau concavă pe un interval folosind semnul 
derivatei a doua a funcţiei. 
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m TEOREMA 14 
Fie f: [a, b] > R,a < b, o funcţie care verifică condiţiile: 
a) f este continuă pe intervalul închis [a, b]; 
b) f este derivabilă de două ori pe intervalul deschis (a, b). 


Atunci: 
1) dacă f"(x) > 0, V x e (a, b), rezultă că funcţia f este convexă pe 
intervalul închis [a, b]; 
2) dacă f"(x) < 0, V x e (a, b), rezultă că funcţia f este concavă pe 
intervalul închis [a, b]. 

Demonstraţie 


1) Fie a < x,< x,< b. Pentru fiecare punct x e (x,,x,) se aplică 
teorema lui Lagrange funcției f pe intervalele [x,, x], [x, x,]. Prin urmare 


f(x)- f(x.) ta f(c ) 


x=xi 


există c, € (x,, X), C, € (X, x,), astfel încât 


f) -f)_ p, 
"a = f'(c,). 
Deoarece c, <c, şi f' este o funcţie crescătoare pe intervalul (a, b) (aici 
intervine ipoteza f"(x) > 0 pe (a, b)) rezultă că f'(c,)<f'(c.), adică: 
Et) Er 


X=X X, -X 


Din faptul că x e(x,,x,), rezultă că pentru orice t e (0, 1) avem 
x=(1-t)x, +tx,. 

Înlocuind pe x în relația (1) se obține f(x) < (1 — t) f(x, )+t f(x,) ceea ce 
înseamnă că f este funcție convexă pe intervalul [a, b]. 


Pentru demonstrarea punctului 2) se procedează analog sau se 
înlocuieşte f cu —f. E 


© OBSERVAȚII 
1. În condițiile teoremei: 
e dacă f este convexă pe I > f"(&) 2 0, V x e I; 
e dacă f este concavă pe I > f"(x)<0, Vx €e I. 
2. Semnul derivatei a doua a funcției permite determinarea intervalelor pe 
care funcția este convexă sau este concavă. 
Modul practic de determinare a intervalelor de convexitate şi 
de concavitate ale funcţiei f: D > R este următorul: 


a) Se calculează derivata a doua f" pe mulţimea de existenţă D,, c D. 


pn 
b) Se rezolvă ecuaţia f"(x) = 0 pe mulțimea D,,. 
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c) Se descompune domeniul de definiție al funcţiei în intervale 
disjuncte pe care f" nu se anulează (prin intermediul zerourilor derivatei a 
doua şi eventual al punctelor în care funcţia f nu este de două ori derivabilă). 

d) Se determină semnul derivatei a doua pe fiecare interval obţinut la c). 

e) * Dacă f" > 0 pe un interval > f este convexă pe acel interval. 

* Dacă f" < 0 pe un interval > f este concavă pe acel interval. 


| Să se determine intervalele de convexitate/concavitate pentru: 


2 
a) E:R>BD, A) = 23 bE AS Bt) 
X 


Solutie 
a) Avem: f'(x) = 6x? — 6x, x € R; f"(x) = 12x — 6, x e R. 


k . 1 i tic Ai 
Ecuația f"(x) = 0 are soluţia x Zi Tabelul pentru studiul convexităţii 


sau concavităţii funcţiei este următorul: 


X —0 1/2 +0 
TA e O O 
f(x) —00 O A] <v +0 
(concavă) (convexă) 


R : ; TOR. Ti i 
In concluzie, funcţia f este concavă pe intervalul (-» = ŞI este convexă 


pe intervalul E + =) 


x —4x+1l 6 
b) Avem: f'(x) ==—————, f") = ——— şi f") 20, Y x ER\ 2. 
) ea TS 2 
Tabelul pentru studiul convexității/concavității funcției f este următorul: 
X —00 2 +0 
EG) NE SINE AI R 
f) | —o ATS —o | +0 Sea ae +0 


Concluzie: f este concavă pe (~œ, 2) şi este convexă pe (2, +0). 


10.2. DETERMINAREA PUNCTELOR DE INFLEXIUNE 


În paragraful 2, capitolul III s-a stabilit că pentru o funcție f : I —> R, 
punctul x, interior intervalului I este punct de inflexiune dacă: 
— f este continuă în punctul x,; 
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— f are derivată în punctul x, (finită sau infinită); 


— imaginea geometrică a graficului funcţiei este convexă (concavă) de o 
parte a lui x, şi concavă (convexă) de cealaltă parte a lui x, . 


In continuare vom da un criteriu suficient pentru ca un punct x, să 


fie punct de inflexiune al unei funcţii folosind semnul derivatei a doua. 


m TEOREMA 15 
Fief: I — R şi x, un punct din interiorul intervalului I, astfel încât: 


a) f este de două ori derivabilă într-o vecinătate V a lui x,; 


b) există punctele a, b e V, astfel încât x, e (a,b); 


e) f"(x,) = 0; 
d) f") <0, Y x e (a, x) şi f"@&)> 0, Y x€ (x, b) 
sau invers f"(x)> 0, Y x e (a, x) ṣi f"@&)<0, Yx e€ (x, b). 


Atunci x, este punct de inflexiune al funcției f. 


Demonstrația rezultă din definiția punctului de inflexiune şi din teorema 
de caracterizare a funcțiilor convexe, respectiv concave folosind semnul 
derivatei a doua (teorema 14). 


© OBSERVAȚII 
1. Condiţia f"(x,)= 0 nu implică totdeauna că x, este punct de inflexiune. 


IF Exemplu 

Funcția f: R — È, f(x) = x4 are derivata a doua f"(x) = 12x2, x e R care se 
anulează în xy= 0. 

Se observă că f"(x) > 0, Y x el {0}. Rezultă că x,= 0 nu este punct de 
inflexiune pentru funcţia f. 


2. Condiţia ca f să fie continuă în x, este necesară. 


IF Exemplu 
x? +1,x<0 


. Funcţia f nu e continuă în x, = 0, deci 
lnx, x> 0 


Fie f: R > p. w=] 


nu e derivabilă în x,= 0. 
2, x<0 
f"(x)= 1 j’ f"(x)>0,y x<0 şi f"(x)<0,vx>0. 


=A 
2? 
X 


Cu toate acestea punctul x, = 0 nu se consideră punct de inflexiune. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


AL. 


A2. 


A3. 


EXERSARE — === 
Să se determine intervalele de con- || E2. Să se determine punctele de infle- 
vexitate şi concavitate ale funcției xiune ale funcției f : D > R, defi- 
f: D > R, definite prin: nite prin: 
a) f(x) = 4x? - 3x? - 7x + 2; a) f(x) = x? — 7x? + 3x — 4; 
b) f(x) = —2x4+3x3 + 21x? — 1; b) f(x) = -x4 + 5x? — 7x? - x; 
c) f(x) = 3x5 - 2x4 - 18x? +x - 1; 2x? +1 

= (+3) = zi D= i 
D= i cf) Si 2t IEE 
a Xt e) f(x) = Vx? -x; f) f(x) = xèln x; 
x x 
(= OEI, — . 2 
DNS) x44 2) fs) EA g) f(x) = arctg : = ; 
h) fœ) =x In (+3); __sinx | i 
ri = (2 3x+ 2) îi: h) f(x) = TESNE Tna i) f(x) = x? — 1; 
x)=arctgx-x+ l; 
| 5 1 j) f(x)=e* (x? -3x-2). 
k) f(x) = sin x- í sin 2x; 
Df& = Jx’ -1]. 
APROFUNDARE 
Să se determine intervalele de conve- || A4. Fie f: R — R, f(x) = sin”x, n > 3. 


xitate şi concavitate precum şi 
punctele de inflexiune ale funcției 
f: D > R, definite prin: 


a) f(x)=x 2x ; 
+2 
b) f(x) = (x? -5x +6)e!*!; 
2 
cf] IL |; a) fo)=ex-es; 
x +1 


1 
e) f(x) = | x |:e*-?; 


-2 
f) f(x) = arcsin i 
X+ 

arctg—, x>0 
Fie f: R > R, f(x)= JT 120 

9? 

x+2, x<0 

2 


a) Este funcția f convexă pe R? 
b) Are puncte de inflexiune? 


X 
va- x? 


Să se determine a e R, astfel încât f 


Fie f : D > R, f(x) = „ae R. 


să admită x = -1 punct de inflexiune. 


A5. 


A6. 


A7. 
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Să se arate că f admite un singur 
punct de inflexiune x, € (o z) şi să 


se calculeze limx, şi limf(x,). 
n> n> 


Fie f: R — R, f(x) = 3x5+ 15x4- 10x- 
- 90x? + ax + b. 

Dacă x,, X2, X sunt puncte de infle- 
xiune ale funcției f, atunci punctele 
A(x; f(x), B(x», f(x)), C(x, f(x)) 


sunt coliniare. 


Fie f: I > R, o funcție convexă. 


Să se arate că pentru orice x, y, z € I, 
are loc inegalitatea: 


(=z) AOE, 


Generalizare. 


Să se arate că în orice triunghi ABC 
are loc relația: 

3/3 

9 


sin A + sin B + sin C < 
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CAPITOLUL IV. REPREZENTAREA GRAFICĂ A 
FUNCȚIILOR 


1) ETAPELE REPREZENTĂRII GRAFICE A FUNCȚIILOR 


Fie f : D > R o funcție reală de variabilă reală şi G, = (63 f(x))|xe D} 


graficul funcției f. 

O serie de proprietăți locale şi globale ale funcţiei f pot fi evidențiate şi 
valorificate mai uşor prin realizarea reprezentării geometrice a mulțimii G, 
în planul raportat la un sistem ortogonal de axe de coordonate xOy. 

Reprezentarea geometrică a mulțimii G, se numeşte curba repre- 
zentativă a funcţiei şi se notează %,. 

Pentru reprezentarea grafică a funcţiilor elementare s-a folosit, în 
general, metoda coordonatelor şi unele proprietăţi ale acestor funcţii. 

În cazul funcţiilor compuse se impune un studiu mai profund în 
vederea reprezentării grafice a acestora. 

Pentru aceasta sunt necesare câteva etape: 


1. Domeniul de definiţie al funcţiei şi domeniul de studiu 

Domeniul de definiţie este dat în mod explicit în enunţ sau dacă nu 
este specificat trebuie determinat ca fiind mulţimea de puncte pentru care 
au sens toate operaţiile cu funcţii ce apar în descrierea funcţiei date. 
Această mulţime reprezintă domeniul maxim de definiție. 

e Dacă funcţia este periodică, atunci este suficient ca funcţia să fie 
studiată pe un interval de lungime egală cu perioada principală (dacă 
aceasta există). 


e Dacă funcţia este funcţie pară sau funcţie impară (£ (-x)=f(x), 
respectiv f (-x)=-f(x), Y xe D), atunci este suficient studiul funcției pe 
Dn (0,-+c0). Axa Oy este axă de simetrie pentru graficul funcţiilor pare, iar 
o(0, 0) este centru de simetrie pentru graficul funcțiilor impare. 

2. Intersecțiile graficului cu axele de coordonate 

a) Intersecţia cu axa Ox, (G, N Ox). Punctele de intersecție cu axa Ox 
sunt punctele de coordonate (a, 0), unde a e R este soluție a ecuației f (x)= 0. 

b) Intersecţia cu axa Oy, (G, N Oy). Dacă 0 e D, punctul de intersecție 
cu axa Oy are coordonatele (0,f (0)). 
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3. Asimptotele funcţiei 
e Dacă domeniul de definiție al funcţiei f are +œ sau —o puncte de 
acumulare, se determină lim f(x) şi limf (x). Dacă limf(x)=a, limf(x)=b, 


a, be BR, dreptele y = a, respectiv y = b sunt asimptote orizontale spre +o, 
f(x) 


e Asimptotele oblice sunt dreptele y = mx + n, unde m = lim —>— şi 


x—zoo X 


respectiv spre —o0. 


n = lim (£(x) — mx) dacă m eR* şin e R. 


e Asimptotele verticale sunt dreptele de ecuaţii x = a, a e R, unde 
limf (x)=+%, sau cel puțin o limită laterală f (a -0), f(a +0) este infinită. 


x>a 


4. Studiul funcției folosind prima derivată 

In această etapă se determină: 

a) domeniul de continuitate al funcţiei; 

b) domeniul de derivabilitate al funcţiei. Se pun în evidenţă punctele 
în care funcţia nu este derivabilă şi tipul acestor puncte: puncte unghiulare, 
de întoarcere, de inflexiune. 

c) Se stabileşte semnul funcţiei derivate f'. Pentru aceasta se deter- 
mină soluţiile ecuaţiei f'(x)=0, intervalele pe care f' are semn constant şi 
semnul pe fiecare din aceste intervale. Se stabilesc intervalele de monotonie 
şi punctele de extrem local ale funcției. 


5. Studiul funcţiei folosind a doua derivată 

Se calculează f" şi se determină domeniul de existenţă al acesteia. Se 
determină soluţiile ecuaţiei f"(x)=0 şi se stabilesc intervalele de convexi- 
tate şi concavitate şi punctele de inflexiune. 

6. Tabelul de variaţie al funcţiei 


Rezultatele obţinute în etapele anterioare sunt sistematizate într-un 
tabel (tablou) numit tabelul de variaţie al funcţiei cu aspectul de mai Jos. 


Pe prima linie se trece domeniul de definiţie sau de studiu şi valorile 
remarcabile ale lui x: zerourile 


derivatei întâi şi a doua, zerourile ž 

funcției etc. f'(x) 
Pe a doua linie se stabileşte f(x) 

semnul primei derivate, iar pe a 

patra linie semnul derivatei a doua. f"(x) 


Pe linia a treia se trec: limitele 
funcției la capetele domeniului de definiție (de studiu), monotonia funcției, 
valorile funcției în punctele remarcabile etc. 
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7. Interpretarea tabelului de variaţie şi trasarea graficului funcției 

In sistemul ortogonal de coordonate xOy se reprezintă asimptotele 
funcţiei, punctele de intersecţie ale graficului cu axele, punctele de extrem 
şi punctele de inflexiune. Având în vedere monotonia şi forma graficului 
(concavă sau convexă) se unesc punctele remarcabile ale graficului printr-o 
curbă corespunzătoare. 


Problemă rezolvată 
k] Să se traseze graficul functiilor f : D —> R: 
3 


a) f(x)=2x° -3x° +5; b) f(x)= => =; 
-x 
c) f (x)=\x° +x"; d) f (x)= sinx + cosx -1. 
Solutie 


a) Domeniul de definiție este D = R. 

Intersecţia cu axele de coordonate. Ecuația 2x? -3x°+5=0 are 
soluția reală x, =-1. Intersecţia cu axa Ox este punctul A(-1, 0), iar cu 
axa Oy este punctul B(0, 5). 

Funcția nu are asimptote fiind funcție polinomială. 

Studiul cu prima derivată. Funcția este continuă şi derivabilă pe R, 
iar f'(x)=6x" —6x. Soluţiile ecuaţiei f'(x)=0 sunt x, =0 şi x, =1. 

Tabelul de semn pentru prima derivată este: 


X | =co (0) 1 +0 
f'(x) [EE 0 —-— 0 +++++ 


Funcția este crescătoare pe intervalele (—%, 0] şi [1, +0) şi descrescă- 
toare pe intervalul [0, 1]. Punctul x = 0 este punct de maxim, iar x = 1 este 
punct de minim. 

Studiul folosind derivata a doua 

Funcția este de două ori derivabilă pe R, iar f"(x)=12x-6. Tabelul 


de semn al derivatei a doua este redat alături: 
Funcția este concavă pe intervalul x | —0 1/2 +00 


(> z şi convexă pe +), iar  f"(x) 


| 

| 

| 

| 

| 

| 
© 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


1 ; A 
x = Fi este punct de inflexiune. 
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Tabelul de variaţie a funcției 
Rezultatele obţinute anterior sunt cuprinse în tabelul: 


x = —1 0 1/2 1 +00 
f'(x) +++++++++++++ 0 O ++++++ 
f(x) M (3) 

a a a at * T to 
f"(x) O+++++++++++++ 


Interpretând rezultatele din tabelul de variaţie 
obţinem graficul din figura 1. 


b) Domeniul de definiție este D=R\ {-1, 1} care 
se scrie D =(—%, —1)u(-1, 1)u(1, +). Graficul intersec- 
tează axele de coordonate numai în punctul O(0, 0). 


Asimptotele funcției 
Avem: lim f(x) = oo, lim f(x) = 0, deci f nu are 


Figura 1 


asimptote orizontale. 
Pentru asimptotele oblice se calculează: 


A) ao . i . x 
m = lim ( aia -=-1 şi n=lim(f(x)+x)= im 3-0. 


x>to x x> | -xXx xi 


Aşadar, dreapta y = —x este asimptotă oblică spre +% şi spre —o. 


~“ . x’ -1 X A x? —] 
Calculăm f(-1-0)=lim -=—=+0 şi f(-1+0)=lim ==, 
alx 0. alx 0, 


Rezultă că dreapta x = —1 este asimptotă verticală bilaterală. 
Avem şi f(1-0)=+%, f(1+0)=-—%, deci dreapta x = 1 este asimptotă 
verticală bilaterală. 


Studiul folosind derivata întâi şi a doua 


Funcţia este derivabilă pe D şi avem: f'(x)= 


Ecuația f'(x)=0 are soluţiile xef0, 233. J3}, iar f(0)=0, SE 


2 
aan, 


2 
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2x(x° + 3) 


Funcția este de două ori derivabilă pe D şi f "(x)= 5 
1-x 


. Ecuația 


f"(x)=0 are soluția x = 0. 
Tabelul de variație: 


X —00 ZNE -1 0 1 NE +0 

f'(x) |----- O +++++|+++++ 0 +++++|+++++ 0 ————— 
3V3 +0 M 

île) anea a pi /Z Pe Ra 
m E 2 

f"(x) +++++++++++ |———— 0 ++++ 


Graficul este redat în figura 2. 


© OBSERVAȚIE 


yA 

Se observă că f(-x)=-f(x), 
V xe D, deci funcţia f este impară. NNS ZJ] 
Graficul admite punctul o(0, 0) i 


centru de simetrie, deci studiul se 
putea face numai pe mulțimea 
[0, 1)u(1, +œ). 

c) Domeniul de definiţie 
este D = R. Limitele la capetele 
domeniului sunt: lim f (x)=—0 şi 


lim f(x) =+c0, deci funcţia nu are 


X>+ 


asimptote orizontale. Intersecțiile cu | 2]. |/ 
axele de coordonate sunt punctele E 5 
o(0, 0) şi A(-1, 0). 4 ıgura 


Funcția nu 


are asimptote verticale. 


. f(x) 34x’ . 
Avem: TEO ea şi 
x 


x—zoo X x—zoo 


_l 


n = lim (f(x) — Jig ; 


Rezultă că dreapta y =x + Z este asimptotă oblică spre +% şi spre —o. 
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Studiul folosind prima derivată 
3x? + 2x 
3x- 3x(x + i 


Studiul derivabilității în x = O şi x = 1 conduce la: f. (0) = 


Avem: f'(x)= , x ERN {-1, 0}. 


= —90, 


E 
9 
i i 1 i ; i A 

fi (0) = 2 =+, f (-1) =— =+, fi (-1) = +0, deci f nu este derivabilă în x = 0 
(+) 
şi x = —1. Punctul x = 0 este punct de întoarcere, iar punctul x = —1 este 
punct de inflexiune. 

Tabelul de variaţie (fără derivata a doua): 


Figura 3 
Graficul este redat în figura 3. 
d) Funcţia f este periodică de perioadă principală T = 2r. Domeniul de 
studiu este D = [0, 2r]. 


Intersecţia cu axele de coordonate 
Soluţiile ecuaţiei f(x)=0 sunt x e lo = 2n}. 


Funcția este de două ori derivabilă pe D şi se obține: 
f'(x)=cosx-sinx, f"(x)=-sinx-cosx. Ecuațiile f'(x)=0 şi f"(x)=0 au 


2 nm õn . 3n Tm 
soluțiile x e 3—, — p, respectiv x € 4—, —?. 
4 4 4 4 
Tabelul de variaţie pe D = [0, 2r] este următorul: 
x lo x u Su pr An T 
4 2 4 4 4 
f'(x) |+++++0 O ++++++++++++ 


f(x) o eN a TN a Pa 


0 +++++++++++0-----— 


2o TOS Ni, SCS ATN 
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Graficul pe D = [0, 2r] este în figura 4. 


va 


Figura 4 


2) REPREZENTAREA GRAFICĂ A CONICELOR 


Conicele reprezintă secțiunile obținute prin intersecția unei suprafețe 
conice cu un plan. 

În funcție de poziția planului, secțiunea obținută poate fi cerc, elipsă, 
hiperbolă sau parabolă. 

În geometria plană conicele pot fi definite ca locuri geometrice. 


CERCUL 

Fie xOy un reper cartezian în plan, A(a, b) un punct fix şi r e (0, +) 
un număr real. 

Cercul de centru A(a, b) şi rază r este locul geometric al punctelor din 
plan situate la distanța r față de punctul A: C(A, r) = (M(x, y) ce P|AM = P: 

Cu ajutorul coordonatelor, relația AM = r se scrie sub forma 

(x-a) +(y -b =r sau (x-a) +(y=b) = UD 

Relaţia (1) se numeşte ecuaţia cercului sub formă de pătrate. 

Din relaţia (1) se obţine y = b£ jr” - (x — a), xeļa-r, a+r]. 

Pentru reprezentarea grafică a cercului este suficient să realizăm 


graficul funcției f :[a-r, a+r]—> R, f(x)=b+4/r’”-(x- aj, care reprezintă 


semicercul superior al cercului. Imaginea geometrică a cercului se va 
completa apoi având în vedere simetria cercului în raport cu dreapta y = b. 


Funcţia f este continuă pe D= [a —r,a+ r], iar f'(x) = SLA 


r’ -(a-x) 
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Tabelul de variaţie este: YA Sacre 
X a-r a Jiro Miers M „Superior 
f'(x) |+ +++++ 0 ----- —00 
r+b B C y=b 
f(x) |b b | 
M(a, b+r 
" a l ) N i w Semicerc 
f (=) | | i i ! inferior 
: : > 
Graficul funcției f şi, prin simetrie, O| a-r a atr x 


al întregului cerc este dat în figura 1. Figura 1 
Punctul M(a, b+r) este punct de maxim. În punctele B(a-r, b) şi 


C(a+r, b) graficul admite semitangente verticale. 


ELIPSA 


Elipsa este locul geometric al punctelor din plan care au suma distan- 
telor la două puncte fixe constantă. Punctele fixe se numesc focarele elipsei. 
Pentru obținerea ecuației elipsei, fie punctele fixe F, (-—c, 0), F, (c, 0) ŞI 


a e(0, +) astfel încât MF, + MF, =2a (1), unde M(x, y) este un punct din 


plan situat pe elipsă (figura 2). y Figura 2 
Deoarece MF, =4(x+ c) +y’, MF,= M(x, y) 


= (x -c) +y°, condiţia geometrică (1) se scrie 
sub forma y(x + c) +y’ +(x- c) +y’ =2a, (2). 


Pentru raționalizarea relației (2) se separă un radical şi se ridică la 
2 2 


pătrat relaţia obţinută. În final se obţine că Ž- + 
a 


F (-c,0) O F, (c, 0) % 


-— —1=0. Cu notația 
a” -c 

x’ y’ 
b” =a? -¢° rezultă ecuația elipsei => + n 1=0, (3). 

a 

Se observă uşor că dacă M(x, y) aparține elipsei, deci verifică ecuația (3), 

atunci şi punctele M, (-x, y), M,(-x, -y) şi M,(x,-y) verifică această 
ecuație. Rezultă că elipsa are ca axe de simetrie axele de coordonate, iar 
punctul O(0, 0) este centru de simetrie. 


f ; : b ; 
Din ecuația (3) se obține y =+—ya” - x°. Aşadar, funcția f :|-a, a] >R, 
a 


b . . el a . . 
f(x)=—ĘvVa”-x*, defineşte partea din elipsă situată deasupra axei Ox. 
a 


Punctele A(a, 0), A'(-a, 0) reprezintă intersecțiile elipsei cu axa Ox, iar 
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punctele B(b, 0), B'(-b, 0) intersecțiile cu axa Oy. Punctele A, A', B, B' se 


numesc vârfurile elipsei, iar segmentele [AA'], [BB] se numesc axa 


mare, respectiv, axa mică a elipsei. 


Funcţia f este continuă pe |-a,a], iar al EN At. f(x) = 
a 


= -ab , x e(-a, a). 


a (a 30) 


Tabelul de variaţie este: 


YA 
x -a 0 a B 
P(x) IO tE 0 nn —0 
> 
j o b a, 0 A O Ax 
f"(x) | | B Figura 3 


Graficul funcţiei f este redat în figura 3, iar prin simetrie se obţine 
graficul elipsei. 
În punctele A(a, 0) şi A'(-a, 0) graficul funcţiei f admite semitangente 


verticale. 


HPERBOLA 


Hiperbola este locul geometric al punctelor din plan cu proprietatea că 
diferenţa distanțelor la două puncte fixe numite focare este constantă. 
Pentru obţinerea ecuaţiei hiperbolei notăm F, (c, 0), F, (-c, 0) focarele 


hiperbolei şi fie M(x, y) un punct curent al acesteia. 


Condiția geometrică prin care se defineşte hiperbola se scrie 
IMF, - MF,| = 2a, a e (0, +œ), (1). 


Exprimând analitic relația (1) se obține egalitatea j(x—c) +y — 


—A(x + c) +y” =+2a, care după raționalizare se aduce la forma: 
(c* a’)x’ a'y’ -a’ (c* a”) =0, (2). 
Deoarece |MF, - MF,|<F,F, se obține a < c. Cu notația b'=c"-a? 
2 2 


ecuația (2) se scrie: a =0, (3). Această ecuație este ecuația 
a 

carteziană a hiperbolei. Intersecţia hiperbolei cu axa Ox este reprezentată 

de punctele A(a, 0), A'(-a, 0), numite vârfurile hiperbolei. Pentru a = b 


hiperbola se numeşte hiperbolă echilaterală. 
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Se observă că axele de coordonate Ox şi Oy sunt axe de simetrie ale 
hiperbolei, iar o(0, 0) este centru de simetrie pentru hiperbolă. 


Din relaţia (3) se obține y =+ p vx’ -a?, xe(-o, -a]u[a, +). Funcţia 
a 


f :[a, +%)—IB, f (x)= h x” —a”, va da graficul hiperbolei în cadranul I, iar 
a 


prin simetrie în raport cu axele Ox e =. se i i eu graficul hiperbolei. 
b 
Avem: f(x) == is (a, +00) 
a x -a? 


(x? -a’ 
Deoarece limf(x)=+%, funcția nu are a orizontale. Pentru 
x—00 


| f(x) . b e aa 
determinarea asimptotelor oblice obținem: m = lim = lim —- = 


2 


s9 şi n=lim| f) -2x)= im (4 -a° -x)= lim?. = =0. 
a x a 


b E d ae al da 
Aşadar, dreapta y =—x este asimptotă oblică la +o. 
a 


Tabelul de variaţie este: 


X a +00 
7 în figura 4, iar graficul hiperbolei 


ED a a R este redat în figura 5. 


Figura 4 


Figura 5 
În punctele A(a, 0), A'(-a, 0) graficul admite tangentă verticală. 
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PARABOLA 


Parabola este locul geometric al punctelor din plan egal depărtate de 
un punct fix numit focar şi de o dreaptă fixă 
numită directoare. 

Pentru a stabili ecuaţia parabolei consi- 


derăm r2, 0) focarul parabolei, x = = 


ecuaţia directoarei şi M(x,y) un punct 


curent pe parabolă (figura 6). 
Condiţia geometrică MF = MN conduce 


2 
k _P 2 p ` E 
la egalitatea (x z) E e ae aona Figura 6 


lizată se scrie sub forma y“ = 2px, (1). 
Relația (1) se numeşte ecuația carteziană a parabolei. 
Se observă că dacă M(x, y) se află pe parabolă, atunci şi punctul 


M, (x, -y) se află pe parabolă, deci axa Ox este axă de simetrie a parabolei. 
Funcția f :[0, +%)—> R, f(x)=J2px va da graficul parabolei situat în 


cadranul I, iar prin simetrie față de Ox se obține întregul grafic al parabolei. 


Avem: 
2 2 
r), ra) 26, xe(o, +00), y Figura 7 


Tabelul de variație: 


X (0) +0 
f'(x) | +9 ++++++ +++++++++ 


f(x) 0 oe Ti ae 1400 


Graficul funcției f şi graficul complet al parabolei este redat în figura 7. 
In punctul o(0, 0) parabola admite axa Ox ca tangentă verticală. 


3) REZOLVAREA GRAFICĂ A ECUAȚIILOR 


Fie f, g : D > R funcții numerice şi 4%, şi %, reprezentările geometrice 


ale acestora în acelaşi sistem de coordonate xOy, (figura 1). 
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Din lectura grafică se observă că 
cele două curbe se intersectează în 
punctele A, B, iar abscisele lor x, 


respectiv x, verifică relațiile: 
f(x.) =g(x,) şi f(x,)=g(x,), (1). 
Egalitățile (1) arată că numerele 
reale x,, x, sunt soluții ale ecuaţiei 


f(x) =g(x), (2). Figura 1 


Reciproc, dacă x, e R este soluție a ecuației f(x)=g(x), adică f(x,)= 


=g(x,) rezultă că x, este abscisa unui punct comun al curbelor %, şi %,. 


Aşadar, soluțiile unei ecuații de forma f(x)=g(x), xeDcR sunt 


date de abscisele punctelor de intersecție ale graficelor funcțiilor f şi g. 
Metoda de determinare a soluțiilor unei ecuații de forma (2) folosind 
graficele funcțiilor asociate se numeşte metoda grafică. 


Probleme rezolvate 


k 1. Să se rezolve ecuația ln(x +1)=x, (1). 


Solutie 

Vom determina numărul de soluții reale ale ecuației (1) folosind 
metoda grafică. 

Varianta 1 

Notăm f, g:(-1, +%)—> R, f(x)=ln(x+1), g(x)=x. Curbele 4,7, 
asociate sunt redate în figura 2. 

Din lectura grafică se pot extrage urmă- 
toarele concluzii: 

e ecuația are o singură soluție reală x = 0; 

. In(1+x)<x, y xe(-1, +00). 

Varianta 2 

Notăm: f, g:(-1,+c)—B, 

f(x) = In (x + 1) —x, g(x) =0. 
Să reprezentăm grafic functia f. Figura 2 
Funcția f este continuă şi de două ori 


derivabilă pe (-1, +œ). Avem: f'(x) = F , f"(x)= 
x 


-1 
(+x) 


xe(-1, +). 
Asimptotele funcției f 


Avem: lim f (x) = —o, deci dreapta x = —1 este asimptotă verticală. 


x>-1 
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Tabelul de variaţie al funcţiei f este: 


X —1 0 +0 
f'(x) | +++++++++ 0 


M 
f"(x) 


Curbele %, şi %, sunt redate în figura 3. 


Curba %, este tangentă în x = 0 curbei %,. 


Figura 3 


Din lectura grafică se obține că ecuația 
f(x)=g(x) are o singură soluție reală x = 0 şi că f(x)<g(x), deci 
In (x +1)-x <0, y x e(-1, +0). 


© OBSERVAȚIE 

e A doua variantă de rezolvare grafică a ecuaţiei (1) pune mai sigur în 
evidenţă că x = 0 este singura soluţie, deoarece punctul x = 0 fiind punct 
de maxim pentru f, axa Ox este tangentă graficului funcției f. 
În prima variantă de rezolvare grafică nu există siguranţa că dreapta 
y = x este tangentă fără unele calcule suplimentare. Într-adevăr, ecuaţia 
tangentei în x = 0 la 4, este: y-ln1=f'(0)- (x-0) sau y = x. Aşadar, 
cele două curbe sunt tangente în x = 0 şi concluzia găsită în varianta 1 
este corectă. 


k 2. Să se determine numărul de soluţii reale ale ecuaţiei polinomiale: 
xí +2x" —19x+4=0. 
Solutie 

Varianta 1. Încercăm aplicarea șirului lui Rolle. 

Fie f: RR, f(x)=x* +2x’° -12x +4. Funcția f este derivabilă pe R şi 
rezultă că f'(x)=4x* +4x-12= 4(x +x- 3). Pentru formarea şirului lui 
Rolle trebuie rezolvată ecuația x” +x-3=0, care ridică greutăți deosebite. 
Aşadar aplicarea şirului lui Rolle nu este convenabilă în acest caz. 

Varianta 2. Folosim rezolvarea grafică. Vom scrie ecuația dată sub 


4 2 4 2 
forma Ž 5 = 3x-—1 şi notăm f, g: R> R, (a), s(x)=3x-1. 


Graficul funcţiei g este o dreaptă. Reprezentăm grafic funcția f. 
Funcţia f este de două ori derivabilă pe R şi avem f '(x) =x" +X, 


f "(x) =3x° +1. Graficul intersectează axa Ox doar în punctul o(0, 0). 
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Tabelul de variaţie al funcţiei f este: 


X —0 0 +0 
Pa enna O ++++++++ 


f(x) +0 g O SE cui +00 
Ea PEF sto ete e pace see 


Curbele %, şi 4, sunt reprezentate în figura 4. 1 


1 
Din lectura graficului se obține că există doar i 
două puncte de intersecţie. Ecuația dată are două 


Figura 4 
O 1 
soluții reale x, e E 1} x, € (1, 2). 


k 3. Să se determine în funcție de parametrul real m numărul de soluții 
reale ale ecuației e* = mx. 


Solutie 
Se observă că x = 0 nu este soluție a ecuației, deci ea este echivalentă 
„e ; S A 3 
cu ecuația — = m. Folosim metoda grafică alegând f,g:R — R, f (x) = = 
X X 
g(x)=m. 


Să reprezentăm grafic funcția f. 

e Avem limf(x)=+%, lim f(x)=0, deci y = 0 este asimptotă orizon- 
tală la —o. 

e Pentru asimptotele verticale se obține: f(0-0)=-—oo, f(0+0)=+%, 


deci x = 0 este asimptotă verticală bilaterală. 
e Studiul cu ajutorul derivatelor 


Funcția f este de două ori derivabilă şi avem: f (x)= Xe, 
x 
x(x’ -2x +2 A 
f"(x)= ( 7 lysa 
x 


Tabelul de variație pentru funcţia f este: 


X —0 (9) 1 +0 
f'(x) | O ++++++++ 
+0 m +0 
IE =a sal PS, i apt 
f"(x) | ++++++++++++++++++ 
ATN WALA 
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Curbele reprezentative ale celor două funcţii sunt redate în figura 5. 


Lecturând graficele din figura 5 se 
obţin concluziile: 

e pentru me (—0, 0), există un punct 
de intersecţie, deci ecuaţia are o singură 
soluţie reală x e(—, 0); 

e pentru me [0, e) nu există puncte 


de intersecţie şi ecuaţia nu are soluţii 
reale; 

e pentru m = e, punctul de inter- 
secţie este A(1, e), iar soluţia ecuaţiei 


este x = 1; 


"| pet 


3 g(x)=m,m=e 
210 | g(x)=m, m ef[0, e) 
lT 

JOI 2 X 


Figura 5 


e pentru m e(e, +0), există două puncte de intersecţie, iar ecuația 


are două soluţii reale x, e (0, 1), x, e(1,+%). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. Să se reprezinte grafic funcţiile 
f:D> R: 
a) f(x) =x? x; 
b) f(x) =x? -3x+2; 
c) f(x) = x —4x5; 
d) f (x)= -2x° +3x?; 
e) f(x) = xř — 5x; 
f) f(x) =xf-—10x° +9. 


E2. Să se reprezinte grafic funcțiile 
f:D> R: 
2 
f(x) b) (=; 
a (=) 1+x2 ) (=) 1+x2 E4. 
O e 
x x2 +1 
i x? pi x? 
e) f(x)= ; = ; 
3 
2) f(x) 
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E3. 


EXERSARE 


W Es 
i) f(x)= e 
j) f(x) S e) 


Să se reprezinte curbele de ecuaţii: 
a) x2-y2=1; b) x? -4y° = 4; 
c) 4x? +9y° -36 = 0; 
d) 4x? -9y° -36 = 0; 


e) y? =16x; f) y? =2x. 


Să se determine numărul soluțiilor 
reale pentru ecuațiile: 

a) In (x+1) =x-1; b) sinx=x; 

c) x5 =5x+1; d) x+e*=1; 

e) tgx=x,xe [-27, 2r]; 


f) xe* =x? +1; g) x? -3x+m =0. 


AL. 


A2. 


A3. 


A4. 
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Să se reprezinte în plan mulțimea 
punctelor M(x, y), dacă: 


a) y1-y° =x; b) |x|+|y|= 1; 


c) (= -4y°)-([x-yl-1) =0. 


. Să se discute ecuațiile: 


a) IL-x°|=m(1+z°); 
b) 2lnx-mxz? +2 = 0; 
x+1 m 


c) e* =mx3; d) =—., 
x+2 x 


Se consideră funcția f :D > R, 


x? 
f (x) E 7 

a) Să se reprezinte graficul funcţiei. 
b) Graficul funcţiei f are centru de 
simetrie? 

c) Să se determine punctele de pe 
graficul funcţiei f în care tangenta 
la curbă este paralelă cu dreapta 
9x + y = 0 şi să se arate că acestea 
sunt vârfurile unui paralelogram. 
d) Să se separe soluţiile ecuaţiei 


f(x)=m, m €R. 


Se consideră funcția f :D > R, 


2 
t(x): =, mer. 


a) Să se determine m, astfel încât 
graficul funcției f să fie tangent 
dreptei de ecuație y =-2x + 10. 

b) Să se reprezinte grafic funcția 
pentru m= 1. 


APROFUNDARE 
Să se reprezinte grafic funcțiile A5. 
f:D> È: 
a) f(x)= vl-x; b) f(x)= Ja(1-x); 
c) f(x)=xyV1-x; d) f(x)= = 7 
a 
2 
e) £(x) ==; f) (==; A6 
( ) Vx? +1 ( ) x’ —1 
g) f(x) =x: -T h) g(x) = Ñx? -x?; 
(zz 
i) f(x)= 1 —x2; j) f(x)=x- 4x. 
Să se reprezinte grafic funcțiile 
f:D> R: A7. 
1-x2 
gace lii E ai 
x 
c) f(x) E xxl; d) f(x) = x+NVx2-1; 
e) £()= x? -1; f) f (x)= Ñx?" -3x +2. 
Să se reprezinte grafic funcțiile 
f:D> R: 
a) f(x)=x+In(x+1); 
b) f(x)=x-Inx; c) f(x)=x-e™%*; 
d) f (x)= x° -Inx; e) f (x)= e“; 
5 E(a)=a-Imla]; ș) £(a)= 1%; AS, 
x 
h) (x) =Im(2-1); D E()=pl-e 
1 
j) f(x) = x-1|-e*. 
Să se reprezinte grafic funcţiile 
f:D> È: 
a) f(x) = sinx- cosx; 
A9. 


b) f(x)=x+arctgx; 
c) f (x)=x-2arctgx; 


d) f(x) = arcsin i za 


33 
x 


sinx 


e) f(x) = 
g) f (x)= sin? x+ cos? x; 


h) f(x) =x+sinx. 


; £) f(x) = In(sinx); 


1+sinx 
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Se consideră funcţia f:D-R, 


dea E 


a) Să se determine m e R, pentru 
care f are două asimptote paralele 
cu axa Oy. 

b) Să se determine m e R, pentru 
care f este strict monotonă pe R. 

c) Să se reprezinte grafic f pentru 
m=1. 
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A10. Se consideră funcţia f : D > R, 


f(x)= ax +bx+e 

x+d 
a) Să se determine a, b, c, d €e R, 
astfel încât funcția să admită ca 
puncte de extrem x = -1 şi x = 3, iar 
dreapta y = x + 3 să fie asimptotă a 
funcției. 
b) Să se reprezinte graficul func- 
ției pentru valorile găsite la punctul 
a) şi să se arate că graficul funcției 
f admite un centru de simetrie. 


A11. Fie funcția f:D-—R, f(x) = 


9x? 
x? -x+1l 
a) Să se arate că funcția f are trei 
puncte de inflexiune şi să se separe 
acestea. 
b) Dacă a, p, y sunt valorile funcţiei 
în punctele de inflexiune, să se 

Su NR CEN | 
arate că: —+—+-—=1. 

a P y 

c) Să se reprezinte grafic funcția f. 
(Politehnică, Buc., 1972) 


TESTE DE EVALUARE RECAPITULATIVE 


Testul 1 


Să se studieze convergenţa șirului (aa), cu termenul general a, = 
9 


ack. 


Să se studieze continuitatea 
3x? +ax+1,x<1 
f(x) = | i 


x2+ax+b,x>1 


Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f : D >R, f(x)= 


Să se determine asimptotele funcţiei f : D — R, f (x) = 


Testul 2 


derivabilitatea funcției 


a:n2+n+1 
2n+1 
2p.) 


f:R>R, 


p.) 


5x’ +9 
x? +3x+3 

(2p.) 

x’ + x] 


=. 2p. 
x?’ + 2|x| (2p.) 


Să se studieze convergența şi să se calculeze limita şirului (an); dat de 


i 2 1 
relaţia de recurenţă: a, = 1, a, = zya? n>1. (2p.) 


Să se determine parametrii reali pentru care funcţia f: [-1, 1] > R, 


x5—2x+1, xe[-l, 0) 
f(x)=; , 
ax” +bx +c, x e [0,1] 


Să se calculeze: 


satisface ipotezele teoremei lui Rolle. (3p.) 


_ . „daf _ = aia 2 
i In (2 l cos x) ; b) lim sin(a +x) an x)-sin“a | (3p.) 
x>0 x-sin5x x—0 x 
Să se arate că: e* -1>2 In(x+1), V xe(-1, +0). (1p.) 
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Q1. 


O5. 


O 6. 


O 8. 


O 9. 


O 10. 


Testul 3 
n+1 


n? = 
, atunci: 


n2+1 
n+1 


Dacă t= limf 
n> 

a) (=0; b) 2=1; c) 7=2; d) /=e; e) = +0. 

_ 2n?+n’-1 

— bn? +2n? +1 

a)b=0,a>2; b)b>0,a=m; c)b>0,as<2+sgn(b); d) a=b°+3; 


e) a = V5 +sgn(b). 


Fie a, b € Ñ, b 2 0. Şirul (x), x, este convergent pentru: 


sinx+sin2x +...+sin(nx) 


Dacă L = lim 
x>0 X 


, atunci: 
a) L=n(n+1); b) L=n?; c) patta 


i Vx? +3x +7 -NV7x+4 
n Vx?’ —4x+3 


; d) L=(n+1)(n+2); e) L=n(n+3). 


este egală cu: a) 1; b) —1; c) 2; d) -2; e) 0. 


x +1,xeRQ 


Mulțimea punctelor de continuitate a funcției f : R > R, f(x) = h i è 
x+1,xe 


este: a) R; b) Q; c) R \ Q; d) (0, +42}; e) Ø. 


2anx 
Functia f :D >R, f(x) = moe tx; 
a) este definită numai pe (—o%, 0]; 
b) este definită şi continuă pe R; 
c) este definită şi derivabilă pe R; 
d) este definită pe R, dar nu este continuă pe Ñ; 
e) este definită numai pentru x e (3, + æ). 


-1 
1 

Funcţia f:RN(0)—B,f(x)= (i-e) , admite asimptota oblică de ecuație: 

a)y +x + 1 = 0; b) 2y + 2x = 1; c) y = 1 - x; d) y = -x; e) y = X. 


Se consideră funcțiile f, g:R-— R, f(x)=x°-2x+1, g(x)=x*-2x° +2x°-1. 


Graficele funcțiilor f şi g sunt tangente în punctul: 
a) A(1, 0); b) A(2, 0); c) A(-1,4); d) A(1, -1); e) nu sunt tangente. 


Domeniul de derivabilitate a funcției f : R — R, f (x) = arcsin este: 


x’ +1 


a) R; b) [-1, 1]; c) (0, +œ); d) R\ {-1, 1}; e) Ø. 


Funcția f:R-R, f(x) = (x-m) . |x -3]| este de două ori derivabilă pe R 


pentru: a) m = 0; b) m = 3; c) m = 1; d) m = -1; e) m e Ø. 
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Testul 4 


2 
Să se determine a, b e R pentru care funcţia f:R—R, f(x)= i Pastă 


sinx, x<0 


este derivabilă pe R. 


f(1)+f(2)+...+f ; 
Pentru valorile lui a şi b găsite să se determine lim| 4. ( ) ( ) (a) d 
no 48 +...+(2n-1) 
(2p.) 
Să se determine constantele reale ae (0, + æ), beR pentru care funcția 
ie x e[0, 1] 
f: [0, 2] >R, f(x) =34x" +b , îndeplineşte condițiile teoremei 
In(z? -3x+3), x e (1, 2] 


lui Rolle şi să se aplice această teoremă funcției găsite. (2p.) 


zarcte( 2). x>1 
X 


Dacă f : R > R, f (x)=; 7, x =0 care afirmație este adevărată: 
2x +1, x<0 


a) funcţia f este crescătoare pe R; 

b) funcţia f este descrescătoare pe R; 
c) funcţia f este convexă pe R; 

d) funcţia f este convexă pe (—c0, 0); 


e) punctul x = 0 este punct de inflexiune pentru f? (2p.) 


Să se reprezinte grafic funcţia f: R\ {1 2} >R, f(x) = (3p.) 


Testul 5 


Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f:R-—R, 
f(x)= Vax?2 —x?, ştiind că graficul funcţiei f admite o asimptotă care trece 
prin punctul A(1, 1). (3p.) 


Să se separe soluţiile reale ale ecuaţiei x5 —2x5 +mx2-3x+m=0, mel. 


t i -sin(t 
Să se calculeze: lim g(sinx) il ga): (2p.) 
x> x 


Fie f:R>R, f(x) =x5+ax2+bx+c. Dacă o, B, y sunt soluţiile ecuaţiei 


f(x) =0 şi aceste soluţii sunt distincte, să se arate că: 


2 2 
SE i B yo i, (ASE, București) (1p.) 


f'(a) £'(B) £'(y) 
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INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 


ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL ȘI PROBLEME DE ECUAȚII LINIARE 
CAPITOLUL |. PERMUTĂRI (pag. 13) 

e E1. Card(S„)=n!; a) n=4; b) n=6; c) n=7. * E4. x=Bal;y=Blos=pla. + E5. a) k=3 

b) k=4; c) k=5. + E6. Avem o'=e şi se obține M = (e, o, o, o°}. ° E8. m(o)=2; 


m(a)=4; m(B)=8; m(0)=17. ° A1. b) o% = 0541? = 075 0%% = 0; 61 =e; e) x=0™-6; 
12345 
abcde 


12 4 12 345)|(12345 
ap = - . Se analizează pe rând cazurile a=1,a=2,..,.a=5 
ebacăd 52 134Jlabececde 


y=o01-0-81;z=02-8. e A2. b) Pentru ecuaţia a-x=x-a şi i se obţine: 


şi se obţine x e€ fe, a, af, a’}. - A3. Multimea fe, o, 02, a} c S, deci este finită. Rezultă că 


Jq, peN, p>q astfel ca o? =o? şi se obţine o™ =e. Seia k=p-qeN. * A5. C =45> 


1 
3 n =10. + A6. a) 2; b) 5. + A7. (î,i)=(8,7): (k, p)=(6, 8). * A8. C,?-k. + A9. a) aer), 
n(n-1) ; z i ; ; 
+ „e A11. Se foloseşte proprietatea fundamentală a şirului de rapoarte egale şi se 


SI, 123 
obţine: a) o(k) =k; b) r(k)=n-k+1, k=1,n. * A13. a) Se caută soluţii de forma | i | 
abc 


123 


Se analizează cazurile a=1,a=2,a=3. Se obține soluția x= , i 


| c) Avem 


efx?) =e(0) © (e(x)} =-1 &1=-l1, fals >x eð. * A15. Se foloseşte scrierea în baza 10 şi 


se obține: 4!(1+2+3+4+5)(10* +10% +10° +10 +1). 


TESTE DE EVALUARE (pag. 16) 
TESTUL 3 
1. c); 2. d); 3. c); 


CAPITOLUL II. MATRICE (pag. 32) 


e E2. a) a=x=y=4,b=+3; b) x=a=2;y=b=1. *E4.a) x=y=2,7z=0,t=3 sau x=-—83, 
y=-13,z=-5,t=8; b) x €{2, 4}; c) x=2,p=5,y=11,ze(2,3). e E10. a) x=y=2 b) x=—5, 


1 5-1 1 2n TET 
y=0. • Ell. a) x=0,y=l1; œ) a- i ) ° E12. a) fi a b) O 1 0}; 
0 5 on-l 0 on-l 
1 0 2n 
c)|0 1 0 |. * E13. A5=-I1, A° = [;, etc. 
0 0 1 
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a -b n . 
) -(a-b) ) ci o sinna 
-sinna cosna 


) * A9. Din egalitatea 


1 1 
A”-A=A-A” rezultă ? -A=A- p . Se obține A= TR „Se calculează A” şi se 
1 1 1 1 b a 


identifică cu matricea dată. * A10. Se scrie A™!=A”-A=A-A”. Se obțin relaţiile 
anı =a-a,+c:b, şi analoagele, de unde rezultă relațiile cerute. * A12. Tr(AB-BA)=0 şi 


Tr(1,)=n. * A15. c) (2, 3), (3, 5), (5, 2) respectiv (2, 2), (3, 3), (5, 1), (5, 5). 


TESTE DE EVALUARE (pag. 35) 
TESTUL 1 
1. c); 2. a); 3. d); 4. b); 5. d). 


TESTUL 2 
1. x=y=z=]1; 2. Se foloseşte că A(a)-A(b)= A(ab); 3. Se foloseşte că X?” .X = XX; 


1 0 1 
X=|0 2 0|; 4. Avem A=a-I;+B şi B’ = 0; 
001 


CAPITOLUL III. DETERMINANȚI (pag. 37) 


1. Determinantul de ordinul n. Proprietăți (pag. 51) 

° E2. a) x e{—4, 4}; b) x: c) x =1; d) xe(-4,2); e) x=9. * E4. a) xe(-2,1); b) x=0; 
c) x=1. • E6. +, —, —. *E10.x=1. 

e AL. a) (b-a)(c-a)(c-b); b) 0; c) (a-b)(b-c)(c-a); d) (a-1)(b-1)(a-b)(-1-a-b); 


e) (x-y)(z-x)(y-z)(xy+yz+zx); f) Se scrie determinantul ca sumă de determinanți. 


* A2. a) 0; b) cos 2a = 2cos?a-—1 şi se adună coloana 3 la coloana 1. Rezultă un determinant 
Vandermonde; c) cos2a =2cos?a-—1. Se înmulțește coloana 2 cu 2 şi se adună la prima 


coloană. Se obține un determinant Vandermonde. * A3. Ecuația se scrie x? +(x +1) =0, etc. 
e A5. Se obține ecuația: (x-1) +a=0. * A6. Se obține f(x)= gera eet IEa 
Rezultă e“ **** =1 şi x?+x+a=0. Se pun condiţiile A >0,S<0, P>0. * A7. a) A= (x+3) 


(x-1; b) A=(x-1)f -1; c) xe{f{a+b+c, b-a-c,c-a-b,a-b-c}. e A10. Prin adunarea 


unei linii la celelalte linii se obțin pe aceste linii numai numere pare. Se dă apoi factor 
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comun 2 pe fiecare linie cu elementele pare. e A11. Dacă M=A-/'A, atunci *M =-M şi se 
are în vedere că det'M=det(M). + A13. Fie M=Ari:B şi N=A-i-B. Atunci 


det(M-N) = det(A? + B?). Dar det(M) = det(N) şi astfel det(M-N) = (det(M)) 20; b) Nu. 


2 2 
e A14. Avem: I, +A +A? -fas rg) [Ea] şi se aplică A13. * A19. D = (-2)°™ (n —1)!. 


2. Aplicații ale determinanților în geometria plană (pag. 58) 
e E2. me{0,8}. + E10. Dreptele 8x-11y-4=0 şi 4x-5y-4=0. * Ell. Se scrie 


y=m (x + 2). Se obțin vârfurile triunghiului prin intersecția dreptelor. 


CAPITOLUL IV. SISTEME DE ECUAȚII LINIARE 


1. Matrice inversabile. 2. Ecuaţii matriceale (pag. 66) 


* E3. a) mz6; b) meR\ {+3}; c) mer); d) melRN(1,-2). 
2 NA AF (2 1f(-5 2 7 3 1 10 . 
. E4. a) X= ; x i z e E5. b) Ł. eye, 
3 1]l3 5 e Pa AI ME: -1) RS, E 5 2 lo -6 4 i 


*Al.a) m efe, ue +œ); b) detA =1 şi m E Se obţine ecuaţia 7x? —3x2 +8x — 


12=0 (x 1)(Tx? +4x +12)=0 cu soluția reală x=1, iar m= e A2. det(A)z0, 


7 
a 
a 
c 


b 
YmeR&m’+6m+11#+0,YmekR. e A4. Dacă A? -A=B şi a A se obţine AB = 


0 1 0 
* A6. 2-1, * AT. I, =I, +A7=(I,+A)-M, etc. * A8. Se arată că (A-B) =0,. Rezultă 


P aE A 1 
=BA si a|? J Rezultă a = 3; c =2 sau a= -2; c = —2. a5.b) x=, Ba J 
ca 


[le -(A-B) = (1, -A-B)(I,+A-B). + A9. Relaţia dată se scrie (1,-A)-(1,-B)=1 
deci I, -A, 1, -B sunt inversabile şi rezultă că (1, -B)-(1, -A)=I1, şi AB = BA. 


n? 


e A10. a) Dacă (1„+A-B)-0=1, se arată că ([,+B-A) =1,-BCA; b) I,+(A-B} = 
=1,+A-M, unde M=(B-A)”"-B. Atunci din a) şi matricea I, +M-A =I, +(B-A)"-B-A = 


=1, +(B: A) este inversabilă. 


3.2. Sisteme de ecuaţii liniare de tip Cramer (pag. 73) 
* E3. a) (1,1, 0); b) (2,0,0); c) (1,1,1,1); d) (-1,1,1,2). 
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e AL. a) (2,1,1,1); b) (î,1,0); c) (-1,1,2,2). + A2. a) (-abe,ab+be+ca,-a-b-c). 


i Aaaa “E, al, b) acRV(3);c) peR\{O, -1}; d) meR\{-2 3}. + A5. a) det(A) = 


=6m(m-2); b) m e R\{0, 2};d) m e(0, 2). 


3.3. Rangul unei matrice (pag. 77) 
e E2. a) r=2 pentru meRN(9), r=1 dacă m=9; b) r=2; c) r=2 pentru m, 
r=3 în rest; d) r=1 dacă m=1, n=3 şi r=2 în rest. 


°- Al.c) det (A) =a+PB-3. Pentru a+ß#3,r=4 şi r=3 în rest; d) Deoarece z0, 


-3 -2 
rezultă că r> 2. Dacă a e{-3, -2}, B e {-3, -2}, r =2, iar în rest r=3. * A2. a=4, b=-1, 


c=-2. * A3. Condiția det(A)=0. e A4. xe{1,7}. + A5. Dacă x=a-2 se obține că 


det(A) =(x+b+c)-(x? tb? +c? -xc-xb bc). Se arată că parantezele nu sunt numere 


întregi, deci nu pot fi egale cu 0. 


3.4. Studiul compatibilităţii sistemelor de ecuaţii liniare 
şi rezolvarea acestora (pag. 84) 


* El. a) x=q, y=10-9a, z =8-7a, ae R; c) incompatibil; d) x =1, y = 2, z = —2. e E2. a) Com- 


zi cd a . 220 +1 Aae 
patibil simplu nedeterminat. x = a, y= z CĂ z =; b) Compatibil simplu nedeter- 


minat. x = H ,y= i ,Zz=@; e) Compatibil simplu nedeterminat; d) Compatibil dublu 


nedeterminat; e) incompatibil; f) incompatibil; g), h) Compatibil simplu nedeterminat; 
i) (1, -2, -3). 

* Al. a) a=1; b) Din rangA=rangA=2 se obține relația 2ab-5a-3b+6=0 sau 
(2a-3)(2b-5)=3. Rezultă (a; b)e {(3; 3), (2; 4), (0; 2), (1; 1)}. * A2. a) a=1,b=1 sau 
a=-0,5,b=1; b) a=1,b=-12. • A3. rangA rangA 2 şi a=-8,b=2. e A4. Condiţia 
rangA =rangA =2. Se obține a=-1,b=-1. * A5. Condiția det(A)=0, a e{-4, 3}. Apoi se 


găseşte bz-3. + A6. Condiţia det(A)z0, m | 23) * A7. Condiţia det(A)=0 


implică me {-2, 1}. * A11. Se formează cu primele 3 ecuații un sistem omogen care trebuie 
să admită soluţii nebanale. Rezultă m =1, şi soluția x=o0,y=-a,z=a. Înlocuită în a patra 


ecuaţie se obţine a e (-9, 9). 
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ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ 
CAPITOLUL I. LIMITE DE FUNCȚII 
13. Limite laterale (pag. 172) 
da) ac R; b) a =0, b=2; ©) az. 
* Al.a)e;b)a=2,b=3. 
14. Proprietăți ale funcţiilor care au limită (pag. 176) 


* A1. a) 1;b)3;c) aaa 


„* A2. 1=0. + A3. a) 0; b) Pentru a e(1, +%), 1 =+%; pentru 
a e (—%, 1), l= —o; iar pentru a e|-1, 1], limita nu există. 

16.2. Limite de funcții compuse (pag. 184) 

e E4. a) 1; b) 1; c) Drina d) =: ° E5. a) $, b) $, c) 1; d) £, e) = f) 1; g) =: h) 1, 


4 


A ce dl, £ 
pentru n 21 şi pentru n =0; i) z j) p 


sın 


n(n+1) 
* A1. a) a =1, b =-1; b) a=1, b=0; c) a=1,b=0. «e A2. a) 10; b) ———- 


. e A3.a) a+b+1=0 


ln6 


şi 6a+5b=0; b) a+b+c+6=0, 4a+3b+6=0, 2a+b=0. «e A4. a) 3 . Ħ• A6. a) 1; b) 1; 


ln2 
c) 1; d) —1; e) 9; f) —8. * A8. Fie T>0 perioadă a funcției. Deoarece f este neconstantă 
există Xo, X; ER cu f(x9)z f(x). Atunci f(x0)=f(xo+nT) şi f(xı)=f(x; +nT). Luând 


Xa =Xọ NT, y, =X; +nT, cu limita +œ se obţine că f(x) —>f(xo) şi f(y,) >f (x1). 


17. Asimptotele funcțiilor reale (pag. 191) 


e El. a) y=0,x=0,x=1; b) y =0, x =2, x =-—2; c) y=1, x = 2, x = —2; d) y=1, x =1, x = 2; 


4 y; 1 
e) y =x, X =3, xX =-3; f) y =x+2,x=2, x=3,x=-3. e E2. a) Asimptote orizontale: y = 


1 3 M RE 1 : 3 eat ai 
spre +o, Ai: spre —oo. Asimptotă verticală adu b) x=2, asimptotă verticală şi 


y=x+2 asimptotă oblică; c) Asimptote verticale x = 1, x = —1, asimptotă oblică y =x. 


e E3. a) Asimptote orizontale: y =x la +œ şi y =-x la -o; b) y=x la to, y=-x la —o; 
c) y=0; d) x=3,x=-—3 şi y=x la +%, y=-x la -—o. • E4. a) a =3; b)a=4,b=0. 
e A1.a) x=0,y=x+1; b) x=1,x =-1. 


CAPITOLUL II. FUNCȚII CONTINUE 


1. Funcţii continue într-un punct (pag. 202) 


0 DU( ) x? ,x>0 sinx ,x>0 
—00, = + co 
° AL. a) t(x)= să ele A) SAL ; b) £(x)=10,5 „x =0; c) f(x)=} 0,5 ,x=0. 
ai pila! 1 <0 cosx ,x<0 
X 3 
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e A3.a) a=1; b) a=0; c) l=a+lna cu soluția unică a=1. d) a=1; e) a=b =0; f) a=0; 


g) a=0,b=1; h) Se obţine sina =Z, ete. e A4. a) b=0,a=1; b) a=te,b=0; c) a=b, 
c=2b; d) a=3,b=1-3e. + A7. a) 2°+4°=6 şi a=1; b) 2°+3°”=5 şi 2” +3™® =13. Se 
obține a=b=1 şi a = log, 3, b = log; 2; e) a? = [a şi a e(0,1, 11. Convine doar ae!-1,1|; 
d) Dacă 2a-1<a2?, deci aeRN(1!, atunci f este continuă pe D =(—o%, 2a -1]U[a?, +o). 
Dacă a=1 atunci 2? +1=6-3° şi b=1. e) a=2,b=8 şi a=-3,b=28. + A8. a) f =a; 
b) f(x)=x+a; c) f=a; d) f=a; e) f=a. + A9. Avem: f(x)=f(x-xo)+f(xo) si 
lim f (x)=f(0)+f(xo)=f(xo), deoarece f(0)=0; b) f(x)=ax,aeR. e A10. Dacă xo €R, 


X>Xo 


fie (xa) Xn EQ şi limf(x,)=limg(x,). Din continuitatea funcțiilor f şi g se obține 
n>% n>% 
f(xo)=g(xo), VxoeB, deci f =g. * A11. Fie xọeR. Considerăm (x,), (y,) şiruri cu 


proprietatea că x,, Yn € Q, x, < Xo < yn şi lim x, = Xp = lim y. Dacă g este monotonă, atunci 
no n> 


avem: 8(x,)<8(x0)<8(y,) sau g(x )2g(xo)2g(yn) YneN. Dar f(x ,)=g(xa) si 
f(ya)=g(yn) si astfel se obține că: f(x) <g(xo)<f(yn) sau f(x ,)2g(xo)2f(yn) n €N. 


Prin trecere la limită avem: f(x)=g(x) deci f =g. 


2. Operații cu funcții continue (pag. 207) 
a+b+|a-b| 
2 


e9- 
2 


a+b -|a -b| 
N a 


e A1. Se folosesc egalitățile: max (a, b) = « A2. Se 


f f 
foloseşte faptul că f, (x) = daa şi f (x)= 


şi min(a, b) = 


e A4. Din continuitate se obține 


că g(n) =0, YneZ, şi apoi că g(x) =0, VxeR. e» A6. Trasăm graficul funcției f(x) =x°-1. 
Rezultă studiind figurile 1 şi 2 că 


g(x)= o ' i ; i. Analog se va 
f(x), x<0 
obţine că h(x)=-1, x e (0,1) ° i 
f(x-1), x21 -1 minim 
Figura 1 Figura 2 


A7. Avem: f(b-0)=a+b şi 
f(b+0)=b-a. Din egalitatea f(b-0)=f(b+0) se obține că a=0. Analog, g(a-0)=a +b 
şi s(a+0)=a-b şi se obţine a+b=a-b, deci b=0. «+ A8. Se ia x—1-x şi se obţine 
a(1-x)+ 3t) | 


b=f(1-x). 


1-x, l1-x<1 


. Se formează un sistem cu necunoscutele a=f(x) şi 
1-2x,1-x>1 


* D2. a) mr-|-3, z şi f este funcție monotonă. Se aplică apoi DI. e D4. Din relația 


fo(fof)=1p rezultă că f este surjectivă iar din relația (fof)of=1p se obține că f este 
injectivă. Aşadar, f este bijectivă. Funcția f fiind continuă şi injectivă, ea este strict 
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monotonă pe R, din D3. Considerăm f crescătoare pe IR. Dacă ar exista xy €R cu f(xo)< Xo, 


atunci din strict monotonia lui f se obţine succesiv: £(£(x0)) <f(xo)<xo şi 
x9 = E(£(£(c0))) < f(x). Contradicţie. Aşadar, f(x9)> xo. Dacă f(x) > xo, în mod analog 
se obţine că f(x9)<xo. Aşadar f(x0)=xo şi f= e. 

3. Proprietatea lui Darboux (pag. 214) 

e E4. Funcţiile au discontinuități de prima speţă. 

e AL. b) f este strict crescătoare, iar f(0)=0, deci f(x)>0,vxeD; f) f(x)=0> 
>x=e", keZ. 

Avem tabelul de semn: 


x| = a e” e™ 1 e" C +0 


f(x) 0++++ 0---- 0++++ 0---- 0+Ł 


* A2. a) f([-1, 0]) nu este interval; b) f(E, 2]) nu este interval. * A3. Dacă f (x)= x° +2x-1, 
atunci f(0)=-1 şi f(1)=2, deci ecuația are o soluție x e (0, 1). * A4. Funcțiile date sunt 
strict crescătoare deci sunt injective. Fiind continue se arată că Im (f ) =R. Avem 
a) limf (x) =+0, lim f(x) =—, deci Im(f) =R; b) limf (x) = —0, lim f(x) =+%, deci Imf (R). 

e A5. Fie g(x)=f(x)-x, g:[a,b]—> R. Funcția g este continuă şi g(a)=f(a)-a 0, 
g(b)=f(b)-b<0, deci există x e[a,b] cu g(xọ)=0 şi astfel f(x0)=xo.* A8. Notăm 
g: RR, g(x)=f(x)-x. Din mărginirea funcţiei f avem că a<f(x)<b, Vx elR, şi se obţine că 
g(x)2-x+a, şi g(x)<-x+b. Din continuitatea lui g rezultă că limg(x)< 
< lim (-x +b)=—%, şi lim g(x) > lim (-x +a)=+%. Aşadar lim g(*) = —00, lim g(x) = +00 


deci Imf =R. Se obţine că 3xyeR cu g(x9)=0 şi f(xọ)=Xọ. * A9. Fie xọ €R. Atunci 


e ante =, 2, a vre mes 2 
0 1 i 


- . % . 2 $ 
În acest mod se obține că pentru şirul (x); Xan = Sr avem că f(x )=f(x4u) sau 


+Xa 


1 ,X0>0 
f(x )=f(x0), VneN. Se arată apoi că lim xp =) 0 , ȘI =0. Aşadar f(x) = limf(x,) = 
-1 ,XxXọ<0 
f(1) „Xp >0 
=4 £(0) , xo =0. Din continuitatea funcţiei f se obține că f(1)=f(0)=f(-1), deci f(x9)= con- 
f(-1), xo <0 
stantă  Vxye. e A12. Fie g(x)=f(x)-x-4,xeR. Cum g este continuă şi 
g(x)+0, Yx eR, rezultă că g(x)>0,YxeR, sau g(x)<0, YxelR. Dar din g(x)>0 se 
obține că f(x)>x+4 şi limf (x) =+%, iar dacă g(x)<0 rezultă că f(x)<x+4 şi 


lim f(x) =—%, Aşadar f este nemărginită. 


x—>—0 
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CAPITOLUL IlI. FUNCȚII DERIVABILE 
2. Derivate laterale (pag. 229) 


* E5. Avem limxsin =0=f(0), dar lim ste) =r(0) = lim sin 1 nu există. ° E6. a) £ (1) =3, 
x> x 


x—0 xX x>0 xX 


praesto mea aa: anle] 


nederivabilă; e) f,(-3)=-1, fı (-3)=1, nederivabilă. e E7. a) m = f'(x). Deoarece f'(x)=2x, 


vom obține m, =f'(-2)=-4, m, e) 1, m; =f'(3)=6.° E8. Ecuația este y-f(x)= 


=f (xo): (x-xo). Se obține: a) y =6x-9; b) y =-x-1; c) y =25x +104; d) y=-1. * E9. a), 
b), c) da; d) nu, deoarece f (0) = +, Punct de inflexiune. + E10. a) da; b) da. ° E11. a) Gra- 
ficul este în figura 1. Ecuația tangentei în x =0 este y=0. Punctul x =0 este de punct de 
inflexiune; b), c) Se arată că f (0) = +; d) f (-2)=-+oo. 

e A2. a=3,b=-4.* A5. a) Punctele de continuitate sunt date de 
soluţiile ecuaţiei xf =x7 +2. Se obţine x e|-/2, v2}, puncte în care f 
nu este derivabilă; b) x=0. • A6. a) Din continuitate se obține 
a+b=2, iar f; (1)=a, a =2. Rezultă a=2,b=0; b) a=0, b=1; 


Fath Anh ee li Asr aci beses A is 
T 346 2 


~ 


b=1,c=+3.* ALI. Panta tangentei este m=3=f (xọ). Se obține 


Xo ef-s zl e A12. Condiţia f (x) = 24. Se obține x =2. ° A13. Panta 


m =tg45° =1. Condiția f (x,)=1. Rezultă x, €f1,-3}. e A16. Curbele y=f(x), y=g(x) sunt 
tangente în A(x0, Yo) dacă f(x0)=8(x0) şi f(xo)=g (xo). Rezultă a=-1, b=-l, c=-5. 
-ax, X2a 


x 
° A18. a) Avem: f(x)= e . Funcţia f este continuă şi xọ=a. Studiem 
-x° +ax,x <a 


derivabilitatea în xy=a. Avem: fi(a)=lim =limx=a şi 
x>a x-a x>a x-a x>a 


f(x)-f(a) _ lina -x° +ax—0 


f. (a) = lim a lim a lim (-x) =-a. Din egalitatea f,(a)=fi(a) se 
x<a <A 


obține a =0. b) Se analizează cazurile a <b, a=b, a> b. 
x(-x+a)-(x-b),x <a 
Cazul 1. a<b. Rezultă că f(x)=4x a)-(x-b), xe(a,b). Avem: f, (a)=-a-1 şi 


(x 
x(x- a)+ (x- b), x>b 
) 


f.(a)=a-1. Din egalitatea f.(a) = fi (a) se obţine a =0. Se studiază apoi derivabilitatea în 


x =b. Se ajunge la o contradicţie. 
Cazul a > b. Se ajunge la o contradicţie când se află derivatele în a şi b. 
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x+1) x-a), x>a 


Cazul a =b. Se obţine a) aaa) a x<a 


x? —9, „—3]u[3, + 
xp =a se obţine a=-1. Aşadar a=b=-1. * A19. a) f(x)= ai EARM 3l 
V9-x2, x e(-3, 3) 
z , x e(—, -3) (3, +0) 
Se obține: fi(x)=11% ~? şi f'(-8)=—0, fi(-3)=+0, £'(8)=—0, fi(3) =+. 
=, xe(-3, 3) 
9-—x2 


Aşadar punctele xy=-3 şi xy =3 sunt puncte de întoarcere. * A20. f(x) = lim 


ya 42. 
Se deosebesc situaţiile: a) x? <1, când lim (E =0 şi rezultă că f(x) = e T b) x? =1, 


n> X + 


_-l-1+6 4 2 
6 6 3 


2 
Aa XX -6 
y 


c) x°>1. Rezultă că 


deci x e€f{-1, 1}. Se obține e(1)=-$=1 şi f(-1) 


limx™ =+0 şi limx“" =+% Avem: f(x)=lim ——*=— =— =0. Aşadar 
n> n> n> xl +4 2n 00 
za +x 
6-x? 
‚xeļ(-1,1 

x" +4 îi sf 
f(x) = 5 xal 

=y x=-—l 

3 

0, x e (—o0, —1)U(1, +) 


4.4. Derivarea funcţiei inverse (pag. 248) 
1 ' 1 
e A3. Funcţia este strict crescătoare şi Im(f)=|—-—,+oo|. Ave f) (0)=——=2 şi 
u: Cl Yl r E ŞI m ( ) | și a vem ( )( ) f (2) 3 ŞI 


(e) (20)=——= 3 °” A4. f(x)=(x +1) +x-—3 este strict crescătoare pe R şi lim f(x) = 


1 1 . A $ 3 Aa : 
Z= * A5. Funcția f este strict crescătoare pe (0, +) ca sumă de funcții strict 


f) 13 


crescătoare (g(x) =2%, h(x) =x? +x). Cum limf(x)=1, limf(x)=+% rezultă Im(f)=(1, +00). 


x>0 x> 


Aşadar f este inversabilă. Avem: (ce, ) (4) = 70 = 3 za 
+In 
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6. Rădăcini multiple ale ecuaţiilor polinomiale (pag. 253) 
e E4. f(x)=-3x°+4x+5. * E5. a) a=3,b=-9; b)a=2;b=4; c) a=2,b=1 sau a=-4, 


b=% ° E6. a) 2; b) 2; c) 1; d) 3. 


. A2. a=3,c=2 b=->. JAS: monia, An ass | alei ei 


* A6. f(x) =x" -4x° +3x +5. . A7. f(x) = In(x+1)(x+2). * A8. f(x) = 9x* —30x* +37x° —20x +4. 


e A9. a) a=18,b=-20; b) Aa obs 


comună se pune condiţia f(x9)=0=g(x0), f (xo)=0=g (x0). Se obţine x =2,a=2,b=4 


e A10. Dacă x, este rădăcină dublă 


3 
ŞI Xp =, a=-2, p=-A. * A11. a) Din egalitatea gradelor se obţine n =3, apoi f(x) -E= 


> 


a eR; b) Se obţine 2n-1=(n 22) şi ne(1,5). Convine n =5. Se obţine f(x)=x”. 


7.2. Teorema lui Fermat (pag. 261) 
e AL. f(x)=x"—3x+4. e A2. f(x)=2x"-9x7+12x-6. • A3. b) Deoarece f(0)=0 şi 


f(x)20,YxeR, rezultă că x=0 este punct de minim pentru f. Atunci f'(0)=0 şi se 


obţine a =35. e A4. m=1. «+ A5. Fie f(x) =a* +1-3* —4*%,xelR. Funcţia f este derivabilă, 


f(0)=0 şi f(x)>0, vxeR, deci x=0 este punct de minim pentru f. Rezultă f (0)=0 şi 
a=12. • A6. a=6. 

1.3. Teorema lui Rolle (pag. 265) 

e E2. a) a=1,5,b=2,c=0; b) a=2,b=-5,c=-4. • E3. f(x)=0 implică xe(-2,0). 
Convine x =0. + E4. x =0. + E5. b) Funcţia f are zerourile x e (+1, —3, 2}. Se aplică teorema 


lui Rolle pe intervalele (-3, —1), (-1, 1), (1, 2). 


e Al.a) a= g, b=4,c=-8; b) a=2,b=1,c=0. + A3. Se consideră g(x)=(1-x)- f(x). 
sas E f(x) 
e A4. g(x)=x- f(x). + A5. Se aplică teorema lui Rolle funcției h(x)= , x e[0,1]. 


g(x) 


. A6. g(x) = sin™ x-cos" xX, X € o, zj e A8. Se aplică teorema lui Rolle funcției f pe interva- 


lele [xi x2], [x2 asa [ea x] unde x, < X <... < X, sunt zerourile funcţiei f. e A10. Cazul 
X 


m=0 este imediat. Pentru m #0 se aplică teorema lui Rolle funcției g(x) = em f(x), xelR 
pe intervalele de forma [xi x, ] cu x; soluţii ale ecuaţiei f(x)=0. + A11. Considerăm 
funcţia g(x)=f(x)-x, care are trei soluţii x, <x2 <xg. Se aplică Rolle şi rezultă că 
Jci, Cg ER, c e (x, X2), ca e(x2, x3) cu g(c,)=0,g(c2)=0. Se aplică apoi teorema lui 


Rolle funcţiei g pe [c co]. 
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7.4. Şirul lui Rolle (pag. 269) 
e A1. Se aplică teorema lui Rolle funcţiei f:R—R, f(x)=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4) pe 


[-4, -3], [-3,-2], [-2, —1]. + A2. e) Cum x=0 nu este soluţie, ecuaţia este echivalentă 


cu ecuația TEEL Se consideră f :R* >R, f(x)=x-}+Ž +m. Avem f (x)= 
xX x x x 


3 Er 
=: aia se) cu zeroul x =2. Şirul lui Rolle este: 
x 
x —00 (9) 2 +00 
f(x) —00 +0 +0 m+— +0 Separarea soluțiilor 
9 
m< — + + & + x, e (—%, 0), x, e (0, 2), x4 e(2, +0) 
9 
m=7 = + + 0 + x, e (oo, 0), X3 =X; =2 
9 
m> 7 - + + + + x, e (-o, 0) 


e A4. f(x) sin% -ZcosŽ, x (0,1). Din f(c,)=0 se obține că tg =. Se aplică 
x X x Ç 


n n 


teorema lui Rolle funcției g : (Eten >R, g(x)=tgx-x pe I = = + kr, î (k4 1z) 


7.5. Teorema lui Lagrange (pag. 273) 
* E2. a) Nu; b) Nu; c) Da, ce(2,-2); d) Da, e=-2, e E3. a) a=4,b=7; b) a=b=8. 


e E4. Panta coardei este m = -11. Din f (c)=-11 se obține ce {-1, 1}. 


* Al. a) E EET b) a=be{-1,2}. e A3. A[-2.3) e A4. Se obţine că 
e 


f (c)=In(n+1)-In(n),ce(n,n+1) sau —<In(n+1)-In(n)< 2 vn en" (1); a) Prin 
n+ n 


adunarea relaţiilor (1) rezultă că ara +... + <In(n+1)<t+2 +4..+4 =a, (2), deci 


n+1 2 n 


lima, > lim ln (n +1)=+%; b) Din (2) se obține că b, -14 2 <In(n+1)-m(n)<b,, deci 
n-o n-o n+ 


ln(n+1)-ln(n)<b,„<ln(n+1)-ln(n)- l a +1. Se obține că 0 <b, <1, YneN*, deci şirul 


n+ 


(ba) este mărginit. Avem: bp, -bn = -In(n+1)+In(n) <0, VneN, deci (b,) este 
n+ 


monoton descrescător. 

* A5. Se aplică teorema lui Lagrange funcțiilor: a) f(x) =x", x efa, b]; b) f(x) =tgx, x efa, b]; 

c) f(x)=1n(cosx), xefa, b]; d) f(t)=sint, t e[x, y]; e) f(t)=e*, t e[0, x], t € [x, 0]. 

6* a =, 5* = 4* Za 3* 
-5 4-3 

funcției f(t)=t*, pe [3, 4] şi [5, 6] se obține că ac, e (3, 4), es e (5, 6) cu f' (c1) =f (c3) sau 


e A7. b) Ecuația se scrie sub forma 


. Cu teorema lui Lagrange aplicată 
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DE DĂ _ 6* —5* 
3-2 6-5 


x-& =x-e3* cu soluţiile x e (0,1].* A8. a) Se scrie: 


etc. b) Se scrie 


bl = 14 = . © A9. a) Fie f(x) = Yi, x € R. Aplicând teorema lui Lagrange funcției f pe 


6-1 14-9 
SE: 
[9,10] si [4,5] se obține că există c, e[4,5], c> e [9,10] astfel încât f (2) sua şi 


i y5 -y4 ga 3 1 1 3 5 2 E 3 , 
f (c,)= . Rezultă că 310 -3/9 = 2 23534, deci J10 +34 < 3V5 +3. 
5-4 33e? 3a? 


be 

A e — entl 

obține că există c, € Ih, cu f (c,)= i tai 
n 


1 1 
(1). Din relația (1) se obține că [e -e = 


n+1 


1 1 
= şi limita cerută este 1 = 0; b) Analog punctului a) obținem n? G -ert =——-e” şi 


l=1. e All. Avem că Go ro- 


i El 
2 


=B. Din teorema lui Lagrange există 


2 
c e(0, 2), ca (3, 1) cu f (c,)=a=B=f (c3). Se aplică apoi teorema lui Rolle funcției f` pe [c;, c3]. 


7.6. Consecințe ale teoremei lui Lagrange (pag. 276) 


* E2. a) p=2, m = —4; b) a=1, b=38; œ) a= +2, b=0, 


e 
3 1 z) 
„Xe ; 
1—x2 2 2 


=. + A5. a) Avem (e*f(x)) = 


=e*% f(x) -e *f(x)=0, YxelR. Deci e *f(x)=c, şi f(x)=ce*, x eR; b) Avem: (e*g(*)) = 


2x 2x 


= e*g (x)+ 2e”*g(x) =e% (e (=) +2g(x)) =e” = E . Se obţine că e*g(x)= 


+c, sau 


g(x) = toe”, xek. 


8. Regulile lui L'Hospital (pag. 282) 


sinx \? 
x” —sin x 1-( ) sinx)?" sinx-xcosx 
. . . X . =, 
e Al. a) Avem succesiv lim z = lim = = limn . = = 
x>0 xot x>0 x x—0 xX 2X- X 

n.. sinx-xcosx n 
=— lim =>; 

2 x>0 x? 6 
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T: 
i 3 > [cosx -cos2x.-...(k sinkx)...cos nx ] 
— COS X -cos2x -...cosnx 


c) Se scrie lim = = lim #= = 
x—0 x x—0 2x 


_12+22+..+n?2 _n(n+1)(2n+1) 
2 12 


9. Rolul derivatei întâi în studiul funcţiilor (pag. 292) 
* E4. a) Fie f(x) =e* —-x-1,xeR. Alcătuim tabelul de variație pentru f: 


x —00 0 +0 


f(x) | ------------- O++++L+++++++++ 


Se observă că f(x)>f(0)=0,vxeR. b) Fie f(x)=x°-2lnx-1,xe(0,+%). Avem 


f 2(x? -1) 
f (x)=———-. Alcătuim tabelul de variație pentru f. 
xX 
X —00 1 +0 
f (3) | ——----------- O+++++++++++++ 


(0) 
f 
Aşadar f(x)>f(1)=0, vx e(0, +00). + A3. Avem: f (x)= 6x? -10mx +6. Condiţia f (x) >0, 


YxeR conduce la A =4(25m? -36) <0, deci m € e, | e A4. Condiţia f (x)>0, Yx €R, 


implică x? +x-—m 20, Yx eÑ, deci A=1+4m <0. + A5. Da. Exemplu a=2. * A6. m < 2,5. 
* A7. Ecuația f (x)=0 conduce la 2ax?+2ax -1 =0, x e(-1, +œ). Se pun condițiile: A > 0, 
xı > —1, X, >-—1. Se obține A >0, S>-2 şi P+S+1>0. Se obține a e(—%, -2). * A12. f) Fie 


3 2 
X x? X 


f(x)=e*-1 oa ,x 20. Avem f (x)=e*-1-x = f (x)=e*-1-x20, Vxe[0, +o]. 
Alcătuim tabelul: 
X 0 +0 


X) AFA LALA LALA +++ +++ 


f(x) 
Pop PP PP 
f (x) 


X) | +++++++++++++++++++++ 


f(x) |O0 2 PPP Z 
Lecturând tabelul se obține că f(x) 20, Yx 2 0. A B 


e A14. Fie p=2a. Atunci, dacă AD=x (figura 1) obținem 
CD=a-x. Aria dreptunghiului este S(x)=x(a-x), xe(0,a). X 


Din S'(x)=0 se obține x => deci y = > şi ABCD este pătrat. 


D C 


Figura 1 
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e A17. Fie x e(O, R) raza cilindrului (figura 2). Din asemănare se 


obține E A sau Ž = Boha Se obține că înălțimea cilindrului 
OB VO R 
h(R- 
este RS=h 5 -H R =) Volumul cilindrului este 
*(R-x)h 
“(x)= a Boz), Din ecuaţia / (x)=0 se obţine x = a 


Figura 2 


10. Rolul derivatei a doua în studiul funcțiilor (pag. 298) 


* A3. a=L. e A4. x, = aresin e Bes a 1. + A5. Avem: fe 60(x* +3x?° -x-3) = 
8 n 2 Je 


=60(x+3)(x* -1). Soluţiile xe(-1,1,-3). Se obține A(-l1,b-a-68), B(l,b+a-82), 
-1 b-a-68 1 

C(-3,b-3a-54). Se arată că D=|1  b+a-82 1|=0, prin scăderea primei linii din 
-3 b-3a-54 1 


celelalte două linii. e A7. Funcţia sinus este funcţie concavă pe [0, n]. Se aplică problema A6 


pentru x =A,y =B,z=C şi f(x)=-sinx. 


CAPITOLUL IV. REPREZENTAREA GRAFICĂ A FUNCȚIILOR 


3. Rezolvarea grafică a ecuaţiilor (pag. 313) 


* El. a) Funcţia este continuă şi de două ori derivabilă fiind funcţie polinomială de gradul 3. 


Rezultă f (x)=3x7-2x, f'(x)=6x-2. Din rœ=0>xe{o 2], iar dacă f'(x)=0 => 


1 , : è A : salh ai : 
>x = 3 Graficul intersectează axa Ox în x=0 şi x=1. Tabelul de variație şi graficul sunt 


redate în figura 1. 


1 2 +00 
ai i 3 3 
f(x) | ++++++0------------ O+++++++ 
M 4 
TS A N DN -37 js 
a EA 
UI ea O0 ++++++++++++ 
f (x) d ETR văi A pe e ae Figura 1 


e) Funcţia este de două ori derivabilă. Se obţine f (x) = (x -1), cu zerourile x e {-1, 1} şi 


f (x) =20xř?, cu zeroul x =0. Graficul intersectează axa Ox în punctele x = 0, x = +15. 
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Tabelul de variaţie: 


X —0 —1 0 1 +0 
f'(x) ++++++ 0------------ O +++++++ 
f(x) a M —4 +0 
a 4 T aaa SR w T 
f'(x) >>> O++++++++++++++ 
Graficul este redat în figura 2. Figura 2 
e E2. d) Funcţia este funcție impară, deci domeniul de studiu poate fi [0, + co]. Avem: 
4 2 E) 
= asi cu zeroul x =0, f" (x)= sada cu zerourile x € (o, v3} pe [0, +o]. 
(z? + 1) (x? + 1) 


Graficul admite asimptotă oblică spre +%, y = x. 
Tabelul de variație: 


X (0) NE) +00 
f(x) |0 +++++++++++++++++++++ 


op E ZF a 


oe e 
i i 

Graficul pe D= este în figura 3. Axa Ox este tangentă 
graficului în x = 0. 


f) D=R\{1}. Funcția este de două ori derivabilă pe D şi f (x) = cu zerourile 


6x 
(x-1) 


asimptota oblică spre to, y =x +2. 


x e (0, 3}, f (x)= cu zeroul x=0. Graficul admite asimptota verticală x=1 şi 


4? 


Tabelul de variație: 


x| —œ 0 1 3 +0 
f (x)| +++++ 0 +++|---- 0 ++++++ 
6,25 
f) | 0 
(z) | = o | soN te 
f (x)| ----- O +++ |++++++++++++++ 


Graficul este redat în figura 4. Axa Ox este tangenta graficului în 
x=0. 

h) D=R\{-2, 2}. Dreapta y=1 este asimptotă la o, iar 
-6x 


E-a) 


x=2,x=-—2 sunt asimptote verticale. Se obține: f (x) a cu zeroul x = 0. Intersecţia 


2» 


cu Ox în x = +1. 


332 


E INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 


Tabelul de variaţie fără a doua derivată: 


x | —œ —2 0 2 +0 
f (x)| ++++++ FERE OSS h aenn 
+0 M +00 
f(x) ia 1 1 
4 


—00 —90 
Graficul este redat În figura 5 a S Figura 5 
1 


e A1. d) D=R, funcție derivabilă pe R; f (x)= >0, Yx eR. Dreapta y= -1 


(z? +1 +1 
este asimptotă orizontală la —o, iar dreapta y =1 este asimptotă orizontală la +œ. Funcția 


-an 


are un punct de inflexiune x=0, deoarece f'(x)=—————; h) D=R, domeniul de 
(x? +1) 
derivabilitate D' =R\ {0,1}. f (x)= ie „xeD. Punctul x=0 este punct de 
33)x (x —1) 


întoarcere deoarece f;(0) = +o0, fi (0) = —o. Deoarece f (1)= +, punctul x =1 este punct de 
: f : , ; ft 1 

inflexiune. Graficul admite asimptota oblică y =x za * A8.a) m =1. 

e A9. a) Se pune condiţia ca ecuaţia x2-mx+1=0 să admită două soluţii reale 


| (+1) (2 -2(m+1)x+m+3) 
XX eRN(-1). Rezultă m"-4>0; b) f(x)= 


Se pune 


(= -mx a 
condiția ca x*-2mx +m +3 să păstreze suma constantă pe R deci A = 4(m? +m- 2) <0. 

e A10. a) Dreapta y=x+3 este asimptotă oblică dacă a=1 şi b-d=3. Din condiția 
f (-1)=0=f (3) se obține că a-2ad+bd-c=0 şi 9a+6ad+bd-c=0. Se obține 
a=1,b=2,c=1,d=-1; b) Centrul de simetrie  C(o,B) verifică condiția 
f(a)+f(20 -x)=2B, Yx €D. Se găseşte C(1, 4). 
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